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Unas pocas piezas simples, hechas muy
grandes

Abra la aplicacion de fotos de su teléfono y escriba la palabra «perro»
en el cuadro de busqueda. En un segundo le muestra todos los perros
que ha fotografiado en su vida, aunque usted nunca etiquet6 una sola
imagen. Pida a un asistente de chat que le explique una receta o
corrija una frase, y responde en parrafos fluidos. Ambas hazanas las
realizan redes neuronales, y también muchas cosas que usted nunca
ve: la ayuda a la direccion en los coches, el orden de los resultados de
busqueda, las peliculas que sugiere un servicio de streaming, incluso
el disefio de nuevas moléculas para medicamentos. La noticia
sorprendente con la que abre el libro es que todo esto descansa sobre
un conjunto muy pequeno de ideas guia y bloques de construccion.
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Pocos bloques, muchos usos

Lo que cambi6 en los ultimos afios no son tanto las ideas como su
tamano. Los investigadores notaron un patrén llamado leyes de
escalado neuronal: para casi cualquier tarea, si aumenta tres cosas a
la vez, la cantidad de datos, la potencia de célculo y el tamafio del
modelo, la precision mejora, y mejora de forma predecible. Dicho al
revés, la potencia de calculo necesaria para alcanzar una precision
dada sigue cayendo por un factor constante con el paso de los afios.
Imagine una escalera que puede ver de antemano: cada vez que
duplica el presupuesto, sabe mas o menos cuantos peldafos subira.
Esa previsibilidad es lo que convenci6 a las empresas de invertir
sumas enormes en inteligencia artificial. El investigador Richard
Sutton le puso nombre a la leccidn, la leccién amarga: herramientas



simples y generales combinadas con cada vez mas potencia de calculo
han vencido una y otra vez a los trucos ingeniosos hechos a mano.
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La escalera de la ley de escalado

Tome las leyes de escalado como dadas, y le queda una herramienta
casi magica. En una frase, una red neuronal se ajusta para que imite el
patrén escondido en una gran coleccion de ejemplos; en el lenguaje
del libro, aproxima una distribuciéon de probabilidad a partir de datos
extraidos de ella. Esto podria salir mal con facilidad. Las redes
modernas son tan grandes que podrian simplemente memorizar cada
ejemplo que se les muestra, como un alumno que aprende de
memoria las respuestas del examen del afio pasado y se pierde cuando
cambian las preguntas. Una red que hiciera eso no seria mas que una
tabla de consulta. Sin embargo, las redes entrenadas hacen algo



mejor: generalizan, es decir, manejan casos que nunca estuvieron en
sus datos de entrenamiento. Y a medida que las colecciones de
ejemplos se vuelven enormes, la linea entre casos familiares y
desconocidos se difumina, y los modelos mas grandes se apoyan
sorprendentemente poco en la memoria mecanica.

PATRON
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Memorizar o generalizar

Estos modelos muy grandes, entrenados una vez y luego usados para
muchos trabajos distintos, a veces se llaman modelos fundacionales.
Junto con una animada comunidad de cédigo abierto, han cambiado
la forma en que la gente usa las redes. Muchas tareas ya no necesitan
programacion alguna: usted simplemente da un prompt al modelo, es
decir, le da instrucciones en texto o imagenes, casi como escribe una
peticion a un asistente de chat. El modelo en si sigue siendo una caja



negra, una maquina cerrada cuyo interior usted nunca mira. El libro
compara esto con el software corriente: en lugar de escribir usted
mismo cada biblioteca en un lenguaje como C++, se apoya en
programas escritos por otros, a menudo sin ver su cédigo. La
comparacion es acertada, porque solo unos pocos equipos en el
mundo tienen la potencia de calculo y la destreza para construir
modelos verdaderamente grandes, como la familia Llama de modelos
de lenguaje, igual que solo unas pocas empresas pueden construir el
gran software empresarial con el que funcionan las companias.
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Una caja negra que puede adaptar

Pero la comparacion también apunta en la otra direccion. El software
de codigo abierto permite a cualquiera adaptar un programa o escribir
uno nuevo desde cero, y del mismo modo un ordenador corriente y



algo de ingenio abren muchas puertas con estos modelos. Puede
afinar un modelo, entrendndolo un poco mas con sus propios
ejemplos; fusionar dos modelos en uno; cuantizar un modelo,
guardando sus numeros de forma més gruesa para que funcione en un
dispositivo pequefio y de bajo consumo; probar qué tan robusto es
frente a entradas engafosas; o inventar tipos de modelos
completamente nuevos. El asistente de voz que le responde sin
conexion en su teléfono es a menudo exactamente un modelo asi,
encogido y cuantizado. Para todo esto hay que mirar bajo el capo:
entender como estos modelos reciben y transforman datos, junto con
los trucos y las rarezas que los practicantes aprendieron con la
experiencia y la depuracidn. El libro se presenta como la puerta de
entrada a ese mundo, y su autor espera que un lector curioso por
naturaleza, como Alicia, disfrute el viaje.

Pruébelo

Abra la aplicacion de fotos de su teléfono y busque un objeto que
nunca haya etiquetado, como «bicicleta», «playa» o «pastel de
cumpleanos». Observe que encuentra la mayoria, y observe
también el ocasional error extraiio, una lampara tomada por un
pastel o un perro tomado por un oso de peluche. Esos errores
son un atisbo de un modelo que aprendié un patrén a partir de
ejemplos y no de una lista de reglas, que es exactamente el tipo
de maquina que este libro desarma.




Para recordar

Las redes neuronales hoy impulsan asistentes de chat,
aplicaciones de fotos, coches, busqueda, recomendaciones y
ciencia, y sin embargo estan construidas a partir de un conjunto
muy pequeno de principios. Las leyes de escalado dicen que mas
datos, mas potencia de calculo y modelos méas grandes dan
juntos una ganancia predecible en precision, lo que impulsé una
inversion enorme. Una red se ajusta para imitar el patron detras
de sus ejemplos; podria memorizarlos, pero las redes grandes
entrenadas generalizan a casos que nunca vieron. Los modelos
fundacionales se usan a menudo como cajas negras mediante
prompts, pero adaptar, encoger o inventar modelos exige
entender qué ocurre en su interior. Esa comprension del
funcionamiento interno es lo que el libro se propone dar.

Preguntas

1. ¢Qué dicen las leyes de escalado neuronal que ocurre cuando
los datos, la potencia de calculo y el tamafno del modelo
aumentan todos a la vez?

a. La precision sube, y en una cantidad que se puede predecir
de antemano

b. La precision sube al principio y luego siempre cae porque los
modelos memorizan

c. La precision se queda igual, pero el modelo funciona méas
rapido



d. La precision sube solo en tareas de lenguaje, no en imagenes

2. ¢Por qué una red que memorizara todos sus ejemplos de
entrenamiento seria de poca utilidad?

a. Necesitaria mucha més potencia de calculo para responder

b. Seria una tabla de consulta, perdida ante cualquier caso que
no hubiera visto

c. Ya no se le podrian dar prompts de texto

d. Olvidaria los ejemplos al cabo de un tiempo

3. En la comparacién del libro con el software, éa qué corresponde
dar un prompt a un modelo fundacional?
a. A escribir usted mismo cada biblioteca en C++
b. A construir su propio software empresarial
c. A usar el programa de otra persona sin ver su codigo fuente

d. A leer el codigo fuente de una biblioteca de codigo abierto

4. ¢Cudl de estos trabajos exige mirar bajo el capé de un modelo
en lugar de solo darle prompts?
a. Pedir a un asistente de chat que corrija una frase
b. Buscar en sus fotos la palabra perro
c. Escribir una pregunta en un buscador

d. Cuantizar un modelo para que funcione en un dispositivo
pequeno

Respuestas

1. a) Las leyes de escalado describen una ganancia predecible en precision
para casi cualquier tarea cuando las tres crecen juntas; esa previsibilidad es

lo que impulsé la inversion.



2. b) Memorizar convierte la red en una tabla de consulta, como un alumno
que sabe de memoria las respuestas del ano pasado; lo que hace ttiles a las

redes entrenadas es que generalizan a casos nuevos.

3. ¢) Dar un prompt usa el modelo como una caja negra, igual que uno se
apoya en programas escritos por otros sin acceso a su cédigo.

4. d) Afinar, fusionar, cuantizar o probar un modelo requieren entender

como procesa los datos internamente, que es lo que ofrece el libro.

Ejercicios

1. Un amigo dice que un modelo entrenado con millones de fotos
simplemente debe estar recordandolas. Usando lo que dijo esta parte,
¢como le responderia?
Pista: Piense en qué haria un modelo que solo recordara con una foto
que nunca hubiera visto.
Respuesta: Un modelo que solo recordara seria una tabla de consulta y
fallaria con fotos nuevas, y sin embargo las redes entrenadas reconocen
objetos en imagenes que nunca se les mostraron. Generalizan, y los
modelos méas grandes se apoyan sorprendentemente poco en la pura

memorizacion.

2. Explique con sus propias palabras por qué las leyes de escalado
convencieron a las empresas de gastar tanto en inteligencia artificial.

Pista: ¢Qué significa que una ganancia sea predecible antes de pagar por
ella?

Respuesta: Las leyes de escalado dicen que mas datos, potencia de
calculo y tamafio del modelo dan una subida predecible de la precision.
Una empresa puede por tanto estimar de antemano qué comprara un
presupuesto mayor, lo que hace que una gran inversiéon parezca una

apuesta segura y no un juego de azar.



3. Nombre dos cosas que podria hacer con un modelo existente en un
ordenador corriente, y diga por qué cada una necesita entender el
interior del modelo.

Pista: Mire la lista de opciones que dio esta parte después de la
comparacion con el codigo abierto.

Respuesta: Por ejemplo, afinarlo con sus propios ejemplos, lo que
significa cambiar sus ntimeros internos con sentido, y cuantizarlo para
que funcione en un dispositivo pequeno, lo que significa saber qué
numeros se pueden guardar de forma més gruesa sin romperlo. Ambas
actdan sobre el interior del modelo, no solo sobre sus respuestas.



Aprender como una biasqueda entre
perillas

Imagine que quiere un programa que distinga fotos de gatos de fotos
de perros. Podria intentar escribir reglas: orejas puntiagudas, bigotes,
cierta forma de nariz. En una hora estaria atascado, porque siempre
hay un gato que rompe las reglas y un perro que las cumple. El libro
supone que usted ya conoce el otro camino, el que funciona: reunir
miles de fotos, cada una etiquetada «gato» o «perro», y dejar que un
sistema se ajuste hasta que sus respuestas coincidan con las etiquetas.
Esto es el aprendizaje supervisado, el nacleo de lo que se llama
aprendizaje automatico: reunir ejemplos del comportamiento que
quiere y luego entrenar, que simplemente significa optimizar, un
sistema hasta que imite ese comportamiento.
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Qué entra, qué sale

La idea suena casi demasiado simple, y sin embargo llega
notablemente lejos. Generar iméagenes a partir de una descripcion se
convierte en la tarea de reunir un conjunto enorme de imagenes, cada
una con su pie de foto. Imitar el idioma inglés, la tarea detras de un
asistente de chat, se convierte en la tarea de reunir una cantidad vasta
de texto y aprender a predecir cada frase a partir de las anteriores.
Leer una radiografia se convierte en la tarea de guardar un gran
archivo de imégenes junto con la decisién que un médico tomd sobre
cada una. La figura del libro ordena esas tareas segtin lo que entra y lo
que sale. Generar una imagen toma un texto, una fila de caracteres, y
devuelve una imagen, una cuadricula ordenada de puntos de color
llamados pixeles. Poner pies de foto hace lo contrario, de imagen a
texto, y responder una pregunta hablada va del audio, otra fila



ordenada, esta vez de ntimeros, al texto. Lo fascinante, senala el libro,
es que los modelos para todas estas tareas se disefian con lineas muy
parecidas.

En el fondo, dice el libro, aprender es buscar. Usted empieza con un
programa que tiene una gran cantidad de nimeros ajustables, como
una mesa de mezclas con millones de perillas, y esas perillas se llaman
parametros. Luego gira las perillas hasta que el programa funciona lo
bastante bien. La dificultad es el nimero de perillas: millones en un
modelo pequefio, miles de millones o incluso billones en los més
grandes, demasiadas para probar ajustes al azar. La aplicacion de
fotos de su teléfono se ajusto exactamente asi, con sus perillas giradas
una y otra vez sobre montones enormes de imagenes etiquetadas.

GRADIENTE
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ERROR [ 1.5 J
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Girar perillas cuesta abajo



Los modelos diferenciables hacen posible la biisqueda al permitir solo
un tipo de bloque de construccion: funciones matematicas que se
pueden derivar, lo que significa que para cada una podemos calcular
cémo cambia su salida cuando su entrada cambia un poco. Para una
funciéon con muchas entradas, el conjunto de estas tasas de cambio se
llama gradiente. Conocer el gradiente significa saber, para todas las
perillas a la vez, qué pasa con el rendimiento del programa si esa
perilla se mueve ligeramente. Aqui va una pequena imagen de ello.
Suponga que el error del programa es doce, y usted descubre que
subir una perilla concreta una décima bajaria el error media unidad:
la tasa es cinco unidades de error por unidad de perilla, asi que sabe
que debe subirla, y mas o menos cuinto. Con una tasa asi para cada
perilla, girar las perillas se convierte en una rutina automatica, y las
dos rutinas sobre las que se construye el libro se llaman diferenciacién
automatica, que calcula las tasas, y descenso de gradiente, que las usa.
La primera parte del libro, llamada Brajula y aguja, capitulos dos a
seis, monta exactamente esta maquinaria.
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Bloques que encajan como enchufes

Ver una red como una cadena de bloques diferenciables plantea dos
preguntas, y la segunda figura del libro las ilustra. Primero, ¢qué tipos
de datos pueden entrar y salir? Segundo, ¢qué tipos de bloques
podemos usar? Ser diferenciable es una exigencia fuerte. Las letras y
los nimeros enteros saltan de un valor al siguiente sin nada en medio,
y una cantidad que salta no se puede mover un poco, asi que esos
datos no se pueden manejar directamente. Lo que los modelos
diferenciables manejan con facilidad son datos escritos como grandes
matrices de ntimeros, que el libro llama tensores, como una imagen,
una cuadricula de valores de brillo. Estas matrices se transforman
encadenando pasos simples, algunos rectos y otros curvados, que el
libro llama transformaciones lineales y no lineales. En la figura, cada
bloque se describe por lo que recibe y lo que entrega, y esas



descripciones deciden qué bloques se pueden unir con cuales, igual
que las formas de los enchufes y las tomas.

La segunda parte del libro se dedica a un bloque tipico, la
convolucion, en los capitulos siete a nueve. Una convolucion encaja
con cualquier dato que venga como una fila ordenada de elementos:
sonido, imagenes, texto y video. Por el camino el libro presenta
formas de construir modelos profundos, donde profundo significa
hecho de muchos pasos en fila, y varias ideas que sostienen los
grandes modelos de lenguaje de hoy: partir el texto en piezas llamadas
tokens, generar una secuencia pieza a pieza, cada una a partir de las
anteriores, e impedir que el modelo espie lo que viene después. La
tercera parte, llamada Por la madriguera del conejo, pasa a otros tipos
de datos: conjuntos, manejados por las capas de atencion y los
modelos transformadores de los capitulos diez y once; grafos, redes de
puntos conectados, en el capitulo doce; y capas recurrentes para
secuencias en el tiempo, en el capitulo trece.

Fuera de las paginas impresas, el libro va acompafiado de un sitio web
donde el autor planea reunir mas capitulos sobre temas no ligados a
un tipo de dato: generar datos nuevos, calculo que enciende y apaga
partes de un modelo, transferir lo aprendido de una tarea a otra, y
explicar qué ha aprendido un modelo. Estos capitulos se inclinan mas
hacia la investigacion actual y pueden leerse en cualquier orden.
También hay sesiones de laboratorio guiadas en forma de cuadernos,
que cubren buena parte del libro asi como temas avanzados como el
aprendizaje contrastivo y la fusién de modelos, la combinacién de dos
modelos entrenados en uno.



Para recordar

El libro asume el aprendizaje supervisado: reunir ejemplos del
comportamiento deseado y entrenar un sistema hasta que los
imite, una idea que cubre por igual la generacion de imégenes,
los asistentes de chat y el diagnostico por radiografia. Las tareas
se pueden ordenar por lo que entra y lo que sale, y los modelos
para ellas se disenan de formas sorprendentemente parecidas.
Aprender es una busqueda entre una cantidad enorme de
naimeros ajustables, los parametros, y se vuelve practico
construyendo modelos solo con bloques diferenciables. El
gradiente dice, para todos los parametros a la vez, como cambia
el rendimiento cuando se mueve cada uno, lo que permite la
diferenciacion automatica y el descenso de gradiente. Las tres
partes del libro cubren esta maquinaria, luego las convoluciones,
luego la atencion, los transformadores, los grafos y las capas
recurrentes, con capitulos extra y cuadernos de laboratorio en
linea.

Preguntas

1. ¢Por qué el libro describe el aprendizaje como una btasqueda?
a. Porque el modelo busca cada respuesta en una base de datos
de ejemplos
b. Porque el entrenamiento gira una cantidad enorme de
nimeros ajustables hasta que el programa funciona bien

c. Porque el programador busca en internet reglas ya hechas



d. Porque el modelo prueba una por una todas las posiciones
posibles de sus perillas

2. ¢Por qué un modelo diferenciable no puede trabajar
directamente con letras o nimeros enteros?

a. Porque ocupan demasiada memoria
b. Porque no se pueden meter en un tensor de ninguna manera

c. Porque saltan de un valor al siguiente, asi que no se pueden
mover un poco

d. Porque los ordenadores los guardan como texto y no como
nimeros

3. Un error de doce bajaria media unidad si una perilla se subiera
una décima. éQué le dice eso?

a. La tasa es cinco unidades de error por unidad de perilla, asi
que subirla ayuda

b. La tasa es media unidad, asi que la perilla no importa

c. El error llegara a cero tras veinticuatro movimientos

d. La perilla deberia bajarse para reducir el error

4. ¢A qué tipo de datos se adapta una convolucion, segtn el libro?
a. Datos sin ningtn orden, como un conjunto
b. Datos dispuestos como una red de puntos conectados
c. Solo fotografias

d. Datos que vienen como una fila ordenada de elementos,
como sonido, imagenes, texto y video

Respuestas



1. b) El aprendizaje parte de un programa con muchisimos parametros y los
ajusta hasta que el rendimiento es suficiente; con millones de perillas,
probar ajustes al azar no tiene esperanza, y por eso se necesitan los
gradientes.

2. ¢) Un bloque diferenciable necesita saber como cambia su salida ante un
cambio pequeiio de la entrada, y una cantidad que salta no tiene cambios
pequenos.

3. a) Media unidad de cambio por un movimiento de una décima es una

tasa de cinco, y como el error baja, la perilla debe subirse; el gradiente da
una tasa asi para todas las perillas a la vez.

4. d) Las convoluciones se aplican siempre que los datos se puedan escribir
como una secuencia ordenada de elementos; los conjuntos y los grafos
quedan para las capas de atenciéon y los modelos de grafos en la tercera

parte.

Ejemplos resueltos

Leer una tasa de cambio El error de un programa es doce. Subir
una perilla una décima bajaria el error media unidad. ¢Cuél es la tasa
de cambio del error respecto a esa perilla, y hacia donde hay que
girarla?

El cambio en la perilla es una décima, y el cambio en el error es una

bajada de media unidad.

La tasa es el cambio del error dividido por el cambio de la perilla: media

entre una décima es cinco.

Como el error baja cuando la perilla sube, la tasa dice que el error cae

cinco unidades por unidad de perilla en esa direccion.

Asi que la perilla debe subirse, y un giro pequefio de una décima vale

alrededor de media unidad de error.



Respuesta: Una tasa de cinco unidades de error por unidad de perilla;
subir la perilla.

Ejercicios

1. Usando el marco de entrada y salida del libro, describa la tarea
«convertir una foto en un pie de foto» y la tarea «responder una
pregunta hablada».

Pista: Para cada una, diga qué tipo de dato entra y cual sale.

Respuesta: Poner un pie de foto toma una imagen, una cuadricula
ordenada de pixeles, y devuelve un texto, una fila de caracteres.
Responder una pregunta hablada toma audio, una fila ordenada de
numeros, y devuelve un texto. El libro sefiala que los modelos para esas
tareas se disenan con lineas muy parecidas.

2. Explique con sus propias palabras por qué un asistente de chat se
puede construir con aprendizaje supervisado.
Pista: ¢Qué ejemplos del comportamiento deseado se pueden reunir para
el lenguaje?
Respuesta: Imitar el lenguaje se puede convertir en predecir cada frase
a partir de las anteriores, y cantidades enormes de texto ofrecen ejemplos
infinitos de exactamente eso. Entrenar el sistema para hacer bien esas

predicciones es aprendizaje supervisado sobre texto.

3. Un modelo tiene mil millones de parametros. ¢Por qué no tiene
esperanza mejorarlo probando ajustes al azar, y qué ofrece el
gradiente en su lugar?

Pista: Piense en cuantas combinaciones tienen mil millones de perillas, y

qué le dice un solo gradiente.

Respuesta: El nimero de ajustes posibles es astron6micamente grande,
asi que los intentos al azar casi nunca darian con uno bueno. El gradiente
dice, para todos los parametros a la vez, hacia donde y con qué fuerza un



pequeno movimiento cambia el rendimiento, de modo que las perillas se
pueden girar automaticamente en una direccion til.



Ideas viejas a la espera de datos
suficientes

Imagine una pagina de periédico de 1958. Un psicologo, Frank
Rosenblatt, est4 en los titulares por una maquina llamada perceptroén,
uno de los primeros prototipos funcionales de una red neuronal, y los
periodistas ya prometen maquinas que caminaran, hablaran y
pensaran. El libro muestra una imagen de ese momento con un pie
ironico: bombo de la inteligencia artificial, salvo que es 1958. Si eso le
suena familiar, es porque el mismo tipo de titular recibe hoy a cada
nuevo asistente de chat. La escena recuerda que las ideas detras de las
redes de hoy son mucho mas viejas que la emocion que las rodea.

El propio nombre de red neuronal es un resto de aquellos primeros
intentos del siglo veinte de imitar las neuronas bioldgicas, las células
nerviosas del cerebro. El vocabulario se ha quedado: para ser
coherente con el software que la gente realmente usa, el libro también
hablara de neuronas, capas y activaciones. El interés por estas redes
llego en varias oleadas. Entre 2012 y 2017 las redes crecieron en
complejidad como nunca antes, impulsadas por grandes concursos
publicos, sobre todo el desafio ImageNet, en el que los programas
competian por reconocer los objetos de mas de un mill6n de fotos; el
libro vuelve a él en el capitulo nueve. Una segunda gran oleada
empez0 en 2017 con el transformador, tema del capitulo diez. Igual
que los modelos convolucionales se habian apoderado de la visién por
computador unos afnos antes, los transformadores se apoderaron del
procesamiento del lenguaje humano en muy poco tiempo. Siguieron
avances en video, en grafos y en sonido, que llevaron a la emocién
actual por los grandes modelos de lenguaje, los modelos que mezclan



varios tipos de datos y los modelos que generan imagenes, texto y
sonido nuevos.

Las palabras cambiaron junto con las oleadas. En los afios ochenta se
hablaba de conexionismo; mas tarde, aprendizaje profundo pas6 a
significar las redes modernas, frente a los modelos mas pequenos y
menos profundos del pasado. Sin embargo, todos estos términos
siguen siendo vagos, porque las redes artificiales modernas apenas se
parecen a las neuronas biologicas. Lo que de verdad las define,
sostiene el libro, es que estan construidas con bloques diferenciables,
piezas cuya salida cambia suavemente cuando su entrada se mueve un
poco. Por eso el libro prefiere el nombre de modelos diferenciables
siempre que puede. Vistas asi, las redes neuronales pertenecen a un
campo mas amplio llamado programacion diferenciable, una
disciplina joven que mezcla la informatica y la optimizacion para
estudiar programas de computador que se pueden derivar. El libro
atribuye esta vision a un breve manifiesto de Yann LeCun, publicado
en 2018, y a un segundo de Colin Raffel en 2021, sobre construir
modelos como se construye el software de codigo abierto.
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Los nombres cambian, los bloques quedan

Viajar por la tierra de los modelos diferenciables es también un viaje
por la historia, y vale la pena oir las fechas. Ajustar un modelo simple
de linea recta por descenso de gradiente, el tema del capitulo cuatro,
se conocia al menos desde el siglo diecinueve. Las redes totalmente
conectadas del tipo que el libro usa mas adelante se remontan a los
afnos ochenta. Los modelos convolucionales ya se usaban a finales de
los afios noventa. Asi que las piezas principales existian hace décadas,
y lo que faltaba era otra cosa: datos suficientes y potencia de calculo
suficiente para mostrar lo bien que funcionan estos modelos cuando
tienen mucho de ambos, y muchos parametros. Una forma de sentir la
brecha: un teléfono en su bolsillo hoy hace més aritmética en un
segundo que los computadores de los afios ochenta en muchas horas,
y las colecciones de fotos con que se entrenan sus aplicaciones



contienen millones de imagenes donde los primeros investigadores

tenian unos pocos miles.
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Piezas viejas, combustible nuevo

Pruébelo

Busque en la web los reportajes de periddico de 1958 sobre el
perceptron de Rosenblatt, y luego busque los titulares sobre un
asistente de chat reciente. Péngalos uno al lado del otro y
compare las promesas: maquinas que aprenden, que entienden,
que pronto pensaran. Vera lo mucho que se repite el lenguaje de
la emocion, mientras que lo que cambi6 de verdad por debajo fue
sobre todo la cantidad de datos y de potencia de calculo.




El libro cierra esta breve historia con una promesa modesta. La
investigacion avanza tan rapido que ningan libro puede cubrir todos
los temas en profundidad, pero la esperanza es dar al lector base
suficiente para orientarse por su cuenta en los articulos de
investigacion mas nuevos.

Para recordar

Las redes neuronales son viejas: el nombre viene de los intentos
del siglo veinte de imitar las células del cerebro, y en 1958 el
perceptron ya provoco6 una oleada de bombo. El interés llegd en
oleadas, con un salto en el tamafo de las redes entre 2012 y 2017
impulsado por concursos como ImageNet, y un segundo salto
con los transformadores desde 2017, que llevo a los modelos de
lenguaje y generativos de hoy. Las redes modernas apenas se
parecen al cerebro; su rasgo definitorio real es que estan
construidas con bloques diferenciables, por eso el libro las llama
modelos diferenciables, parte de la programacion diferenciable.
El descenso de gradiente se remonta al siglo diecinueve, las
redes totalmente conectadas a los afios ochenta y los modelos
convolucionales a los noventa; lo que falté durante décadas
fueron datos y potencia de calculo suficientes.

Preguntas

1. ¢Por qué el libro prefiere el nombre de modelos diferenciables
al de redes neuronales?



a. Porque las redes modernas apenas se parecen a las células
del cerebro, y su rasgo definitorio real es estar construidas
con bloques diferenciables

b. Porque la palabra neuronal esta protegida por una marca
registrada

c. Porque los modelos diferenciables son un invento mas nuevo
que las redes neuronales

d. Porque las redes neuronales no se pueden usar para el
lenguaje

. Las redes totalmente conectadas datan de los afios ochenta y los
modelos convolucionales de los noventa. éPor qué su éxito llegod
tanto después?

a. Porque las ideas tuvieron que reinventarse desde cero

b. Porque los datos y la potencia de célculo suficientes para
mostrar su fuerza llegaron solo mucho mas tarde

c. Porque los programadores se negaron a usarlas hasta 2017

d. Porque solo funcionan con fotografias

. ¢Qué paso con el procesamiento del lenguaje después de que
aparecieran los transformadores en 2017?

a. Abandono6 poco a poco las redes neuronales

b. Volvié a las reglas escritas a mano

c. Los transformadores se apoderaron de él en muy poco
tiempo, como los modelos convolucionales habian hecho con
la vision

d. Quedé limitado solo a la traducciéon



4. éQué sugiere la imagen de 1958 del perceptron que muestra el
libro sobre la emocion actual por los asistentes de chat?
a. Que el perceptron era en secreto un asistente de chat
b. Que nada ha mejorado desde 1958
c. Que el bombo es un fenémeno nuevo de la era de internet

d. Que las oleadas de bombo alrededor de las redes neuronales
no son nuevas; las ideas son mas viejas que la emocion

Respuestas

1. a) Los nombres viejos siguen siendo vagos, ya que las redes artificiales
apenas se parecen a las neuronas biolégicas; lo que comparten todas las
redes modernas es que estan construidas con bloques diferenciables.

2. b) Las piezas principales existian hace décadas; lo que faltaba eran datos,
potencia de calculo y parametros suficientes para revelar lo bien que
funcionan.

3. ¢) Ellibro traza el paralelo: los modelos convolucionales se aduenaron de
la visién por computador, y unos afios después los transformadores se
aduenaron muy rapido del procesamiento del lenguaje natural.

4. d) El pie lo llama bombo de la IA, salvo que en 1958, un recordatorio de
que esas oleadas ya han ocurrido antes y de que las ideas preceden a la
atencion de hoy.

Ejercicios

1. Ponga estos en el orden en que el libro dice que aparecieron:
transformadores, descenso de gradiente para modelos lineales,
modelos convolucionales, redes totalmente conectadas.

Pista: Uno se remonta al siglo diecinueve; otro es de 2017.



Respuesta: Descenso de gradiente para modelos lineales (siglo
diecinueve), redes totalmente conectadas (afios ochenta), modelos
convolucionales (finales de los noventa), transformadores (2017).

2. Con sus propias palabras, ¢qué cambi6 entre los afios noventa y los
2010 para que los viejos disefios de redes triunfaran de repente?
Pista: El libro nombra dos ingredientes, mas el tamafo de los modelos.

Respuesta: La cantidad de datos disponibles y la potencia de calculo
crecieron enormemente, lo que hizo posible entrenar modelos con
muchos parametros y mostrar lo bien que funcionan los viejos disefios
cuando tienen suficiente de todo.

3. Explique qué es la programacion diferenciable, usando la idea de la
parte anterior de que un gradiente dice como responde una cantidad a
pequenos movimientos.

Pista: ¢Qué debe permitir cada bloque de un programa asi?

Respuesta: Es el estudio de programas de computador construidos de
modo que cada paso se pueda derivar, es decir, que se pueda calcular
como responde la salida del programa a pequeios movimientos de sus
entradas y parametros. Las redes neuronales son un ejemplo, y por eso el
libro las trata como modelos diferenciables.



Cajas de numeros y sus formas

Tome una foto de su teléfono y pregiintese qué es realmente para un
computador. Acérquese lo suficiente y se rompe en cuadraditos
diminutos, cada uno con tres nimeros: cuanto rojo, cuanto verde y
cuanto azul. Una foto de 224 cuadrados por 224 cuadrados es por
tanto un bloque de nameros de 224 de alto, 224 de ancho y 3 de
profundidad. Cuando la aplicacion de fotos aprende de sus imagenes,
toma un monto6n de esos bloques a la vez, digamos treinta y dos, y ese
monton es una caja de nimeros con cuatro direcciones: qué foto, qué
fila, qué columna, qué color. El libro llama tensor a cada caja asi, y es
la cosa basica que manejan los modelos diferenciables.
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Una foto es una caja de nUmeros

Un tensor, en este libro, es simplemente una matriz de nimeros
dispuestos en cierto nimero de direcciones, y ese nimero de
direcciones se llama el rango del tensor. El libro admite que los
matematicos usan la palabra tensor para algo mas refinado, una clase
de operador, y se disculpa por tomarla prestada, pero el significado
prestado esta tan extendido que lo conserva. Un solo nimero, rango
cero, se llama escalar, y el libro lo escribe con una letra mintscula
corriente. Una columna de nimeros, rango uno, es un vector, escrito
con una minuscula en negrita; cuando los mismos nameros se
disponen en fila, el libro lo marca con una pequena T elevada, llamada
transpuesta, aunque omite la marca cuando el significado esta claro.
La figura del libro dibuja el vector como fila solo por comodidad; en el
texto todo vector es una columna. Un rectangulo de nimeros, rango



dos, es una matriz, escrita con una mayuscula en negrita. Para rangos
por encima de dos no hay letras especiales, y las mayuasculas
caligraficas, con rizos, se reservan para los conjuntos y las
distribuciones de probabilidad.

RANGO O RANGO1 RANGO2 RANGO3

[T x

7
ESCALAR VECTOR MATRIZ TENSOR
T X X
LA FORMA IMPORTA

Rango: cero, uno, dos, tres

El libro hace una observacion que importara en todo momento:
entender una operacion suele reducirse a entender la forma de cada
tensor implicado. Asi que usa una manera breve de indicar una forma:
el nombre del tensor, un signo ondulado y la lista de sus tamafios
entre paréntesis. El montén de fotos de antes se escribiria como un
tensor cuya forma es el tamano del lote, la altura, la anchura y tres.
Algunos tamafios son numeros fijos, como los tres colores, y otros se
dejan como letras, como el tamafio del lote, porque pueden cambiar



de un uso al siguiente. Contemos lo que significa esa forma: treinta y
dos fotos, cada una de 224 por 224 cuadrados con 3 colores, es 224
por 224, que da 50 176 cuadrados, por 3, que da 150 528 nameros por
foto, por 32, que da 4 816 896 ntimeros en todo el montén. Son casi
cinco millones de nimeros para un lote pequeiio, y por eso las formas
merecen atencion.

X ~ (b, 224, 224, 3)
PUEDE CAMBIAR FIJO

224 x 224 = 50,176
x3 = 150,528
x32 = 4,816,896
=~ 5 MILLONES

z ~ N(0,1) A

Escribir y contar una forma

El mismo signo ondulado se usa también, rara vez, para decir que un
numero se extrae al azar de una distribucién de probabilidad, por
ejemplo un nimero extraido de la conocida curva de campana
centrada en cero. El contexto siempre dice qué significado se quiere.
El libro usa la notacion de forma en lugar de la manera matematica



mas habitual de decir que un vector es una lista de cierto nimero de
nameros reales; es mas corta y mantiene la vista en la forma.

Dos etiquetas mas dicen qué valores puede contener un tensor. Una
marca un tensor cuyas entradas son solo ceros y unos, llamado
binario, como una fila de interruptores que estan apagados o
encendidos. La otra marca un vector que esta en el simplex: sus
entradas nunca son negativas y suman exactamente uno. Eso es
precisamente lo que produce un asistente de chat cuando adivina la
siguiente palabra: probabilidades como siete décimas para «gato»,
dos décimas para «perro» y una décima para «coche», que suman
uno. Para un tensor de rango mayor, como una tabla con una fila por
ejemplo, el libro aplica la regla a lo largo de la Gltima direccién, de
modo que cada fila por si sola suma uno.
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Por ultimo, el libro coloca tres pequefias imagenes en sus margenes

para guiar al lector.



Para recordar

Un tensor significa aqui una matriz de nimeros en cierto
numero de direcciones, el rango: un escalar tiene rango cero, un
vector rango uno, una matriz rango dos. Los escalares son
minusculas, los vectores minisculas en negrita (columnas, con
una T elevada para la forma de fila), las matrices mayuasculas en
negrita; las mayusculas caligraficas se reservan para conjuntos y
distribuciones. Entender una operacion significa sobre todo
conocer la forma de cada tensor, escrita con un signo ondulado y
una lista de tamanos, algunos fijos y otros dejados como letras;
un lote de treinta y dos fotos en color de 224 por 224 contiene
casi cinco millones de nimeros. Etiquetas adicionales marcan
los tensores de solo ceros y unos, y los vectores en el simplex,
cuyas entradas no son negativas y suman uno.

Preguntas

1. Un lote de fotos se guarda con cuatro direcciones: qué foto, qué
fila, qué columna, qué color. ¢Cudl es su rango?
a. Tres, porque el color no cuenta
b. Cuatro, uno por cada direccion
c. Uno, porque es un solo lote

d. Dos, porque una foto es plana

2. ¢Cual de estas listas de ntimeros esta en el simplex?

a. Siete décimas, dos décimas y una décima



b. Un medio, un medio y un medio

c. Uno, cero y menos uno... no, menos uno no esta permitido:
cero, uno y uno

d. Seis décimas, tres décimas y dos décimas

3. ¢Por qué el libro deja algunos tamanos de una forma como
letras, como el tamaifio del lote, mientras escribe otros como
nimeros?

a. Porque las letras ocupan menos memoria

b. Porque los tamafios escritos como letras siempre son
mayores

c. Porque esos tamanos pueden cambiar de un uso al siguiente,
mientras que otros, como los tres colores, son fijos

d. Porque las letras marcan tamanos que nadie conoce todavia

4. En una tabla con una fila por ejemplo y la etiqueta de simplex,
¢qué debe sumar uno?
a. Todos los nimeros de la tabla entera juntos
b. Cada columna por si sola
c. Solo la primera fila

d. Cada fila por si sola, a lo largo de la tltima direccion

Respuestas

1. b) El rango es el nimero de direcciones de la matriz; foto, fila, columna y
color hacen cuatro.

2, a) Un vector esta en el simplex cuando ninguna entrada es negativa y las
entradas suman exactamente uno; siete décimas, dos décimas y una décima
suman uno, como las probabilidades de la siguiente palabra de un asistente
de chat.



3. ¢) Los tamanos fijos como los tres colores se escriben como niimeros; los
tamafos que varian entre usos, como cuantas fotos hay en un lote, se dejan

como letras.

4. d) Para tensores de rango mayor el libro aplica la regla a lo largo de la
ultima direccion, de modo que cada fila por separado debe sumar uno.

Ejemplos resueltos

Contar los nameros de una forma Un lote contiene 8 fotos en
color, cada una de 64 cuadrados de alto y 64 de ancho, con 3 valores
de color por cuadrado. éCuantos ntimeros contiene el tensor y cual es
su rango?
Las direcciones son foto, fila, columna y color, asi que el rango es cuatro.
Una foto tiene 64 por 64 cuadrados, que son 4096 cuadrados.

Cada cuadrado tiene 3 valores de color, asi que una foto contiene 4096
por 3, que son 12 288 nimeros.

Ocho fotos contienen 12 288 por 8, que son 98 304 ntimeros.

Respuesta: 98 304 nimeros en un tensor de rango cuatro.

Ejercicios

1. Dé el rango de cada uno: la temperatura exterior ahora mismo; las
temperaturas diarias de una semana; una tabla de temperaturas
diarias para cada semana de un afno.
Pista: Cuente cuantas direcciones necesita para localizar un namero.
Respuesta: Un solo nimero es rango cero, un escalar. Siete valores

diarios en una columna son rango uno, un vector. Una tabla con una fila

por semana y una columna por dia es rango dos, una matriz.

2. Un modelo da las probabilidades cinco décimas, tres décimas y tres
décimas para tres palabras posibles. ¢Esta este vector en el simplex?



Explique.
Pista: Compruebe las dos condiciones: ninguna entrada negativa, y el
total.

Respuesta: No. Ninguna de las entradas es negativa, pero suman once
décimas, no uno, asi que el vector no esté en el simplex.

3. Una sola foto en color de 100 por 200 cuadrados se guarda como
un tensor. ¢Cuantos nimeros contiene?
Pista: Multiplique los tamanos de todas las direcciones, incluidos los

colores.

Respuesta: 100 por 200 son 20 000 cuadrados, y con 3 valores de color
cada uno son 60 000 ntmeros, en un tensor de rango tres.



Qué es este libro y qué no es

Antes de una larga caminata, un buen guia le dice tres cosas: de donde
viene el camino, qué vera y qué no vera. El libro hace exactamente eso
antes de empezar. Naci6 de un curso que el autor ha impartido
durante muchos afios en el master de ciencia de datos de la
Universidad Sapienza de Roma, llamado Redes neuronales para
aplicaciones de ciencia de datos. Los capitulos centrales son el
corazon de ese curso; los demas capitulos son temas que van y vienen
de un afo a otro. También se afiadieron piezas de otras ensefianzas:
un curso de redes neuronales para ingenieros informaticos, una
introduccion al aprendizaje automatico para ingenieros de
telecomunicaciones, tutoriales, cursos de doctorado y escuelas de
verano.
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De donde sali6 el libro

Ya existen varios libros recientes excelentes sobre las redes profundas
modernas, y el libro lo dice abiertamente. Al principio cubre en gran
medida el mismo terreno que ellos; mas adelante, la forma de explicar
las cosas y algunas secciones adicionales se apartan de ellos,
siguiendo los intereses de investigacion del propio autor. El objetivo
es ofrecer un punto de vista adicional y complementario, no
reemplazar a los demas.

La eleccion del nombre programas diferenciables lleva un mensaje:
entenderlos exige tanto teoria como cédigo. Como se disefia un
modelo y como se programa se moldean constantemente uno al otro,
y la diferenciacion automatica, el calculo automatico de tasas de
cambio que vimos antes, es el mejor ejemplo. De hecho, el



renacimiento de las redes neuronales desde alrededor de 2012 debe
mucho al software: bibliotecas como Theano, Caffe y Chainer, y luego
las actuales TensorFlow, PyTorch y JAX, que hicieron préctico para
cualquiera construir y entrenar redes. La aplicacion de fotos de su
teléfono y el asistente de chat que usa casi con seguridad se
construyeron con herramientas de esta familia. Siempre que puede, el
libro conecta sus ideas con estas herramientas, sobre todo PyTorch y
JAX, pero no es un manual de programacion, y para aprender las
bibliotecas en si remite a su propia documentacion.

fiz) + {3}
TEORIA CODIGO
RENACIMIENTO
THEANO CAFFE  PYTORCH JAX

-/ l co/ o/ =

2008 TN 2020
CHAINER TENSORFLOW

El software trajo de vuelta a las redes

Luego viene una lista honesta de lo que el libro no es. No intenta ser
completo. Escoge conceptos que hoy son comunes y lo bastante
generales para seguir siendo ttiles un tiempo, pero nadie puede



prever el futuro, y algunas partes pueden estar incompletas o
desfasadas cuando usted las lea. Para cada idea muestra unas pocas
de las variantes que se encuentran en los articulos de investigacion,
por ejemplo dos formas distintas de normalizar los nimeros dentro
de una red, pero existen cientos mas, y el libro le invita a hojear un
gran catalogo en linea de articulos y su c6digo para el resto.

Por ultimo, el libro trata de los componentes basicos de los modelos
diferenciables, no de ejecutarlos a gran escala. Hacer que un modelo
grande funcione de verdad requiere destreza de ingenieria y algo de
intuicion, y el libro dice poco sobre el hardware. Para la intuicion,
dice, nada supera la experiencia, més las entradas de blog con
opiniones firmes de los practicantes; recomienda una conocida receta
para entrenar redes de Andrej Karpathy, y la serie de videos de
Karpathy que construye redes desde cero. Piénselo como aprender a
cocinar: el libro ensefa qué hace cada ingrediente, mientras que la
mafa para cocinar para cien invitados viene de la practica en una
cocina ajetreada.



Para recordar

El libro naci6 de un curso de master de larga tradicion en la
Universidad Sapienza de Roma, ampliado con material de otros
cursos, tutoriales y escuelas de verano. Al principio se superpone
con otros buenos libros, luego sigue su propio camino, con la
intencion de ser un punto de vista complementario. Entender los
programas diferenciables significa unir teoria y codigo; el
regreso de las redes neuronales desde 2012 debe mucho a
bibliotecas como TensorFlow, PyTorch y JAX, a las que el libro
se vincula sin ser un manual de programacion. No es completo,
puede envejecer, muestra solo unas pocas de las muchas
variantes de cada idea, y deja la ingenieria a gran escala, el
hardware y la intuicion practica a la experiencia y a los escritos
de los practicantes.

Preguntas

1. ¢Por qué dice el libro que entender los programas
diferenciables exige tanto teoria como c6digo?

a. Porque el disefio del modelo y su programaciéon se moldean
constantemente uno al otro, como muestra la diferenciacion
automatica

b. Porque cada capitulo es un ejercicio de programacion

c. Porque la teoria sola es demasiado corta para llenar un libro

d. Porque las bibliotecas no se pueden usar sin leer el libro



2. ¢A qué atribuye esta parte, en gran medida, el renacimiento de
las redes neuronales desde alrededor de 2012?

a. A una nueva teoria del cerebro
b. Al final del desafio ImageNet

c. A bibliotecas de software potentes como TensorFlow,
PyTorch y JAX

d. A una prohibicién de las reglas escritas a mano

3. ¢Cual de estas cosas dice el libro que no intenta hacer?
a. Conectar sus ideas con PyTorch y JAX

b. Explicar los componentes basicos de los modelos
diferenciables

c. Ofrecer un punto de vista complementario al de otros libros

d. Cubrir todas las variantes de cada idea y la ingenieria de
modelos muy grandes

4. ¢Adonde envia el libro al lector en busca de intuicion practica
sobre el entrenamiento de redes?
a. Solo a sus propios cuadernos de laboratorio

b. A la experiencia y a las entradas de blog con opiniones firmes
de los practicantes, como la receta de Karpathy

c¢. A la documentacion de TensorFlow

d. A la historia del perceptron

Respuestas

1. a) Como se disefian los modelos y como se implementan se influyen
mutuamente todo el tiempo, y la diferenciaciéon automatica es el ejemplo
mas claro.



2. ¢) El renacimiento debe mucho a las bibliotecas de software, desde
Theano, Caffe y Chainer hasta las actuales TensorFlow, PyTorch y JAX.

3. d) Muestra solo unas pocas variantes de cada idea, dice que puede estar
incompleto o desfasado, y deja la ingenieria a gran escala, el hardware y la
intuicidén a la experiencia.

4. b) Para la intuicién, nada supera la experiencia, mas las entradas de blog
de los practicantes; el libro recomienda la receta de entrenamiento de
Andrej Karpathy y su serie de videos.

Ejercicios

1. Explique con sus propias palabras la diferencia entre saber qué
hacen los componentes de un modelo y ser capaz de entrenar un
modelo muy grande que funcione.
Pista: Piense en la comparacion con la cocina de esta parte.
Respuesta: Conocer los componentes es como saber qué hace cada
ingrediente; eso lo ensefia el libro. Entrenar un modelo grande que
funcione es como cocinar para cien invitados: requiere destreza de
ingenieria, conocimiento del hardware e intuicion, que vienen sobre todo

de la practica.

2. ¢Por qué podrian estar desfasadas partes del libro cuando usted lo
lea, y qué hace el libro para limitarlo?
Pista: Mire como escoge sus conceptos.
Respuesta: La investigacion avanza rapido y nadie puede prever qué
métodos duraran. El libro limita el riesgo escogiendo conceptos que son a
la vez comunes hoy y lo bastante generales para seguir siendo ttiles un
tiempo.

3. El libro no es un manual de programacion, y sin embargo
menciona a menudo PyTorch y JAX. ¢Por qué ambas afirmaciones



tienen sentido juntas?
Pista: ¢Qué papel juegan las bibliotecas en las explicaciones?

Respuesta: El libro usa las bibliotecas para conectar las ideas con como
se implementan realmente, ya que teoria y co6digo se moldean uno al otro.
No ensefia las bibliotecas desde cero; para eso remite a su propia
documentacion.



Créditos, una licencia y cortar
rebanadas

Todo libro tiene una pagina que pocos leen, y este tiene en ella algo
que vale la pena oir. El resaltado en color de sus ecuaciones proviene
de un paquete de software escrito por S. T. John. Las imagenes en
color de Alicia y los pequenos simbolos en blanco y negro de los
margenes tienen licencia de una empresa de iméagenes de archivo,
Shutterstock, mientras que las imagenes de Alicia dentro de las
figuras reproducen las ilustraciones originales de John Tenniel,
obtenidas a través de Wikimedia. El autor agradece a Roberto Alma
sus comentarios sobre un borrador anterior y su 4nimo para publicar,
y a Corrado Zoccolo, Emanuele Rodola, Marcin Staby, Konstantin
Burlachenko y Diego Sandoval sus muchas correcciones, asi como a
todos los que enviaron comentarios por correo electrénico.
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Una licencia que permite adaptar

Luego viene la licencia, y le concierne directamente. El libro se
publica bajo una licencia Creative Commons llamada Attribution-
ShareAlike. En sus propias palabras, permite a cualquiera «distribuir,
remezclar, adaptar y construir sobre el material en cualquier medio o
formato», siempre que se acredite al creador; el uso comercial esta
permitido; y lo que se construya sobre él debe publicarse con los
mismos términos. Las clases que estd escuchando son exactamente
una adaptacion asi, y por eso también llevan esa licencia.

Con eso, el libro abre el capitulo dos, sobre los fundamentos
matematicos. Es un repaso comprimido, no un primer curso: supone
que usted ya ha visto estos temas, y sobre todo fija la notacion y
muestra como encajan las piezas, con la vista en como se



implementan en la practica. El capitulo tiene tres etapas, cada una
construida sobre la anterior: algebra lineal, luego gradientes para
objetos con muchas dimensiones, luego como optimizar una funcion
usando esos gradientes. La teoria de la probabilidad, con atencion a
un principio llamado maxima verosimilitud, se repasa por separado
en un apéndice. El libro advierte, con buen humor, que el capitulo
esta lleno de definiciones y pide un poco de paciencia.

MUCHAS DEFINICIONES

{Abﬁ'éﬁ_“ }[ GRADIENTES }@PTIMIZACMNJ

% [ PROBABILIDAD |

TENSOR APENDICE

El capitulo dos en tres etapas

La primera etapa, el algebra lineal, empieza de nuevo por el tensor, la
caja de numeros vista antes, ahora definida formalmente: una matriz
en cierto namero de direcciones cuyos elementos son todos del mismo
tipo. Su forma se escribe con el signo ondulado y la lista de tamanos,
un tamafo por direccion. Los tensores son centrales en el aprendizaje



profundo por una razén practica: la misma operacion simple aplicada
a millones de nameros a la vez es exactamente lo que los chips
graficos hacen bien, y por eso la aplicacion de fotos de su teléfono y
los servidores detras de un asistente de chat funcionan en esos chips,
llamados GPU, o en otros atin mas especializados. Un tensor se
describe por dos cosas, el tipo de sus elementos y su forma. La
mayoria de las veces los elementos son ntimeros con coma decimal,
guardados en un formato que el libro trata mas adelante, pero los
tensores también pueden contener niimeros enteros, por ejemplo
etiquetas de clase, o cadenas de texto.

X[7]

IMAGEN, FILA,COL |
TIPO + FORMA

X[7,3,12]
X|[7, :, 5:10]
5 COLUMNAS

Cortar rebanadas de un tensor

A menudo solo necesita una parte de un tensor, una rebanada, y el
libro sigue las convenciones de la popular biblioteca NumPy, con una



diferencia: por legibilidad cuenta las posiciones desde uno, no desde
cero. Imagine un tensor que contiene un lote de imagenes en escala de
gris: qué imagen, qué fila, qué columna. Fijar solo la primera
posicidn, digamos la imagen ntimero siete, da una rebanada que es
una imagen entera, un rectangulo de filas y columnas. Fijar las tres
posiciones, imagen siete, fila tres, columna doce, da un solo ntimero,
el brillo de un punto. Para rebanadas mas complejas el libro separa
las posiciones con comas y usa dos puntos para indicar todo a lo largo
de una direccion, y un rango desde una posicion hasta otra, sin
incluirla. Tomemos una: imagen siete, todas las filas, y las columnas
desde la cinco hasta la diez sin incluirla. Eso conserva todas las filas y
diez menos cinco, es decir cinco, columnas, asi que la rebanada es una
franja de todas las filas por cinco columnas. Cuando la indexacion
recargaria una ecuacion, el libro dibuja corchetes en gris claro
alrededor de una expresion, con las posiciones escritas en pequeio
abajo a la derecha, para que el ojo separe qué se indexa de como.



Para recordar

Se acreditan el coloreado de las ecuaciones, las imagenes de
archivo y de Tenniel y los muchos lectores que enviaron
correcciones, y el libro se publica bajo Creative Commons
Attribution-ShareAlike, que permite la adaptacién y el uso
comercial con crédito y la misma licencia, como hacen estas
clases. El capitulo dos es un repaso compacto de algebra lineal,
gradientes y optimizacion, con la probabilidad en un apéndice.
Un tensor es una matriz en cierto namero de direcciones con
elementos de un solo tipo; se describe por ese tipo y su forma, y
se adapta a los chips masivamente paralelos usados en el
aprendizaje profundo. Las rebanadas siguen las convenciones de
NumPy pero cuentan desde uno: fijar algunas posiciones da un
tensor mas pequeno, fijar todas da un ntimero, y un rango como
de cinco a diez conserva cinco posiciones.

Preguntas

1. Segun la licencia del libro, ¢cudl de estas cosas esta permitida?
a. Vender una version adaptada, si se acredita al autor y la
adaptacion conserva la misma licencia

b. Vender una version adaptada bajo una licencia propia més
estricta

c. Adaptar el libro sin acreditar al autor

d. Nada maés que leerlo en privado



2. Un tensor guarda imagenes en escala de gris por imagen, fila y
columna. ¢Qué obtiene al fijar solo el nimero de imagen?

a. Un solo valor de brillo
b. Una imagen entera, un rectangulo de filas y columnas
c. Una columna a través de todas las imagenes

d. Un tensor con las mismas tres direcciones

3. ¢Por qué los tensores son tan centrales en el aprendizaje
profundo, segin esta parte?

a. Porque son la tinica forma de guardar texto
b. Porque hacen que las redes se parezcan al cerebro

c. Porque la misma operacion sobre millones de nimeros a la
vez se adapta a las GPU y chips similares

d. Porque nunca usan nimeros decimales

4. Una rebanada toma la imagen siete, todas las filas y las
columnas desde la cinco hasta la diez sin incluirla. éCuéntas
columnas conserva?

a. Seis
b. Diez
c. Cuatro

d. Cinco

Respuestas

1. a) Atribucion, Compartir Igual permite la distribucion, la remezcla y el

uso comercial, siempre que se acredite al creador y el material adaptado
lleve la misma licencia.



2, b) Fijar una posicion elimina esa direccion y deja una rebanada de las
otras dos: una imagen completa.

3. ¢) Los tensores se adaptan al hardware masivamente paralelo, como los
chips graficos, que aplican una operacion a muchisimos nameros al mismo
tiempo.

4. d) Un rango hasta el final, sin incluirlo, conserva diez menos cinco, es

decir cinco, posiciones.

Ejemplos resueltos

El tamaiio de una rebanada Un tensor guarda 50 imagenes en
escala de gris, cada una de 28 filas por 28 columnas. Usted toma la
imagen tres, las filas desde la 1 hasta la 15 sin incluirla, y todas las
columnas. éCuéntos ntimeros hay en la rebanada y qué forma tiene?

Fijar la imagen tres elimina la primera direccion, asi que a la rebanada le

quedan filas y columnas.

Las filas desde la 1 hasta la 15 sin incluirla conservan 15 menos 1, es decir
14 filas.

Todas las columnas conserva las 28 columnas.

La rebanada es de 14 filas por 28 columnas, que es 14 por 28, es decir 392

nameros.

Respuesta: Un rectangulo de 14 filas por 28 columnas, 392 ntimeros.

Ejercicios
1. En el mismo tensor de 50 imagenes de 28 por 28, {cuantos
numeros obtiene al fijar la imagen, la fila y la columna?

Pista: ¢Qué queda cuando todas las direcciones estan fijadas?

Respuesta: Un ntimero: el brillo de un solo punto. Fijar todas las

posiciones no deja ninguna direccion, asi que el resultado es un escalar.



2. Usted toma las 50 imagenes, solo la fila 10, y las columnas desde la
3 hasta la 13 sin incluirla. ¢Cual es la forma de la rebanada y cuantos
nameros contiene?

Pista: Fijar la fila elimina esa direccién; cuente las columnas como fin

menos inicio.

Respuesta: La direccion de las filas desaparece, y quedan 50 imagenes

por 13 menos 3, es decir 10 columnas. La rebanada es de 50 por 10, que
contiene 500 nimeros.

3. Alguien adapta este libro en un curso de video de pago. Segun la
licencia, équé dos cosas debe hacer?
Pista: Mire las dos condiciones que acompafian al permiso.
Respuesta: Debe acreditar al creador del libro, y debe publicar su

material adaptado bajo los mismos términos de Atribucién, Compartir
Igual. El uso comercial en si estd permitido.



Flechas, longitudes y el producto punto

Aqui hay una pequeiia trampa que atrapa a los programadores cada
dia. Tome cuatro nimeros apilados en columna, y cuatro naimeros
puestos como una lista plana, y pida a una biblioteca como PyTorch
que los sume. Usted espera cuatro sumas, una por cada posicion. Lo
que obtiene es una tabla de cuatro filas por cuatro columnas, dieciséis
numeros, sin ningin mensaje de error. El libro muestra exactamente
esto en un pequefio cuadro de c6digo, y el culpable tiene nombre:
broadcasting.

COLUNMNA x4

+ (11 LISTA
(4)

(4,1)
(4,4)

41 16 NUMEROS

4
DESDE LA DERECHA COLUMNA =z FILA = LISTA

Broadcasting: cuatro mas cuatro da dieciséis



El broadcasting es una regla, tomada de la biblioteca NumPy, por la
que una biblioteca alinea las formas de dos tensores desde la derecha
y repite en silencio uno de ellos alli donde eso hace coincidir las
formas. Una columna de cuatro es, para la biblioteca, un tensor de dos
direcciones de cuatro filas por una columna; una lista plana de cuatro
tiene una sola direccion. Alineadas desde la derecha, la iinica columna
se estira a lo largo de cuatro columnas y la lista se copia hacia abajo en
cuatro filas, y cada par se suma. Los libros de matematicas separan
con cuidado los vectores columna de los vectores fila, y el libro sigue
esa costumbre, pero en el c6digo una columna, una fila y una lista
plana son tres formas distintas, y mezclarlas es como ocurren estas
sorpresas. El consejo del libro es simplemente tenerlo en mente,
porque casi todos los frameworks se comportan igual.

La mayoria de los modelos del libro se construyen con ingredientes
muy sencillos: sumas, multiplicaciones y unas pocas funciones
curvadas como la exponencial, senos y cosenos, y raices cuadradas.
Los vectores, los tensores con una direccion, tienen su propia
aritmética, que los matematicos llaman espacio vectorial. Dos
vectores cualesquiera de la misma forma se pueden combinar
escalando cada uno y sumandolos, posicidon por posicion, para dar un
tercer vector. Por ejemplo, tome el vector dos, uno y simele dos veces
el vector uno, tres: la posicién uno da dos mas dos, que es cuatro, y la
posicion dos da uno mas seis, que es siete, asi que el resultado es
cuatro, siete.
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Vectores como flechas

Ayuda ver un vector como una flecha desde el origen hasta un punto.
Sumar dos flechas significa entonces ponerlas punta con cola, lo que
completa un paralelogramo, y la longitud de una flecha, su distancia
al origen, se llama su norma: eleve al cuadrado cada entrada, sume los
cuadrados y saque la raiz cuadrada. Para la flecha tres, cuatro, los
cuadrados son nueve y dieciséis, suman veinticinco, y la raiz cuadrada
es cinco. La norma al cuadrado, simplemente la suma de las entradas
al cuadrado, veinticinco aqui, resulta especialmente practica.

La operacién mas importante sobre vectores es el producto interno,
también llamado producto punto: multiplique los dos vectores
posicion por posicion y sume los resultados. La respuesta es siempre
un solo numero. El propio ejemplo del libro multiplica el vector una



décima, cero, menos tres décimas por el vector menos cuatro, cinco
centésimas, una décima. Los tres productos son menos cuatro
décimas, cero y menos tres centésimas, y su suma es menos cuarenta
y tres centésimas.

(0.1)(—4) + (0)(0.05) + (—0.3)(0.1)
= —0.4+0—0.03 = —0.43

a-b=|lal | bl cosd

PLANTILLA

R— 1 -~
cos = ;7 ~ 0.71

El producto punto y el angulo

El producto punto tiene un bello significado geométrico: es igual a la
longitud de la primera flecha, por la longitud de la segunda, por el
coseno del angulo entre ellas. Asi que si ambas flechas tienen longitud
uno, el producto punto es simplemente el coseno de su angulo, y
entonces se llama similitud coseno. Vale uno cuando las flechas
apuntan en la misma direcci6én, menos uno cuando apuntan en
direcciones opuestas, y cero cuando forman un angulo recto, lo que se
llama ortogonal. Tome las flechas uno, cero y uno, uno: su producto



punto es uno, sus longitudes son uno y alrededor de uno coma
cuarenta y uno, asi que el coseno es alrededor de siete décimas, que es
el coseno de cuarenta y cinco grados, exactamente el angulo entre
ellas.

Dele la vuelta a esto. Si una flecha de longitud uno esta fija, {qué otra
flecha de longitud uno da el mayor producto punto? La respuesta es la
propia flecha: el coseno es maximo, uno, cuando el angulo es cero.
Esta es la razon por la que el producto punto esta por todas partes en
el libro. Méas adelante el primer vector sera una entrada y el segundo
un conjunto de paradmetros ajustables, y su producto punto es
maximo cuando la entrada resuena con los parametros, encajando
con ellos como una llave en una cerradura. El libro llama a esto
coincidencia de plantilla. Una forma comin en que las funciones de
bisqueda encuentran elementos relacionados, como fotos parecidas a
una que usted elige, es convertir cada elemento en un vector y
compararlos exactamente con esta similitud coseno.

Dos ultimas observaciones ahorraran esfuerzo mas adelante. La suma
de todas las entradas de un vector es su producto punto con un vector
hecho solo de unos: para dos, cinco, tres, multiplicar por uno, uno,
uno y sumar da diez. Y la distancia al cuadrado entre dos vectores se
puede escribir solo con productos punto: el producto punto del
primero consigo mismo, mas el del segundo consigo mismo, menos
dos veces el producto punto de ambos. Compruébelo con las flechas
tres, cuatro y cero, cuatro: veinticinco mas dieciséis menos dos veces
dieciséis da nueve, y en efecto los dos puntos estan a tres de distancia,
y tres al cuadrado es nueve. Cuando el segundo vector es todo ceros, la
regla dice que la longitud al cuadrado de un vector es su producto
punto consigo mismo.



(2,5,3)-(1,1,1) =10
la—b|*=a-a+b-b—2a-b
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25+16—2-16 =9 = 32

b=0, [af*=a-a

Distancia a partir de productos punto

Pruébelo

En una hoja de papel cuadriculado, dibuje la flecha desde el
origen hasta el punto tres, cuatro y midala con una regla: mide
cinco cuadros. Luego dibuje las flechas uno, cero y uno, uno y
mida el angulo entre ellas con un transportador: cuarenta y cinco
grados. Por tltimo multiplique tres, cuatro por si mismo,
posicion por posicion, y sume: veinticinco, que es cinco al
cuadrado, la longitud al cuadrado que midid.



Para recordar

Las bibliotecas hacen broadcasting: alinean las formas desde la
derecha y repiten tensores para que coincidan, asi que sumar
una columna de cuatro a una lista plana de cuatro da en silencio
una tabla de cuatro por cuatro. Los vectores se pueden escalar y
sumar posicion por posicion; vistos como flechas, sumar
completa un paralelogramo y la norma es la longitud, la raiz
cuadrada de la suma de cuadrados. El producto punto multiplica
dos vectores posicion por posicion y suma, dando un niimero; es
igual a las dos longitudes por el coseno del angulo, asi que para
vectores unitarios es la similitud coseno, de uno a menos uno,
donde cero significa ortogonal. Para un vector unitario fijo el
producto punto es maximo con el propio vector, la coincidencia
de plantilla en la que se apoyaran entradas y parametros. La
suma de las entradas es el producto punto con un vector de unos,
y las distancias al cuadrado se pueden escribir solo con
productos punto.

Preguntas

1. ¢Por qué sumar una columna de cuatro nimeros a una lista
plana de cuatro nimeros da dieciséis nimeros en una biblioteca
como PyTorch?

a. Porque la biblioteca alinea las formas desde la derecha y
repite cada tensor para que coincidan, produciendo una tabla
de cuatro por cuatro



b. Porque la biblioteca multiplica en lugar de sumar
c. Porque una columna siempre contiene dieciséis nimeros

d. Porque la biblioteca informa de un error y rellena el hueco
con ceros

2. Dos flechas de longitud uno tienen un producto punto de cero.
¢Qué le dice eso?
a. Apuntan en la misma direcciéon
b. Apuntan en direcciones opuestas
c. Son ortogonales, forman un angulo recto

d. Una de ellas es toda ceros

3. Con una flecha unitaria fija, équé flecha unitaria da el mayor
producto punto con ella?
a. Cualquier flecha en 4ngulo recto con ella
b. La flecha que apunta en direccién opuesta
c. La flecha de todo unos

d. La propia flecha

4. ¢Cémo se puede escribir la suma de todas las entradas de un
vector como un producto punto?

a. Como su producto punto consigo mismo
b. Como su producto punto con un vector hecho solo de unos
c¢. Como su producto punto con un vector de ceros

d. Como la raiz cuadrada de su producto punto consigo mismo

Respuestas

1. a) El broadcasting alinea las formas desde la derecha y repite tensores en
silencio; la columna de cuatro filas por una columna y la lista de cuatro se



combinan en cuatro filas por cuatro columnas.

2. ¢) Para vectores unitarios el producto punto es el coseno del angulo, y un

coseno de cero significa un angulo recto.

3. d) El coseno es maximo, uno, cuando el &ngulo es cero, asi que la mejor
coincidencia es la misma flecha; esta es la coincidencia de plantilla que
usaran entradas y parametros.

4. b) Multiplicar cada entrada por uno y sumar simplemente suma las
entradas: para dos, cinco, tres esto da diez.

Ejemplos resueltos

El producto punto del libro Halle el producto punto del vector
una décima, cero, menos tres décimas con el vector menos cuatro,
cinco centésimas, una décima.

Multiplique las primeras entradas: una décima por menos cuatro es

menos cuatro décimas.
Multiplique las segundas entradas: cero por cinco centésimas es cero.

Multiplique las terceras entradas: menos tres décimas por una décima es
menos tres centésimas.

Sume los tres productos: menos cuatro décimas mas cero menos tres
centésimas es menos cuarenta y tres centésimas.

Respuesta: Menos cuarenta y tres centésimas, un solo nimero.

Ejercicios
1. ¢Cudl es la longitud, la norma, de la flecha seis, ocho?

Pista: Eleve al cuadrado cada entrada, sume los cuadrados y luego saque
la raiz cuadrada.

Respuesta: Diez: seis al cuadrado es treinta y seis, ocho al cuadrado es
sesenta y cuatro, suman cien, y la raiz cuadrada de cien es diez.



2, Use la regla del producto punto para distancias para hallar a qué
distancia estan los puntos uno, dos y cuatro, seis.

Pista: Calcule el producto punto de cada vector consigo mismo y el
producto punto de los dos, luego combine: el primero mas el segundo
menos dos veces el mixto.

Respuesta: El primero consigo mismo da uno mas cuatro, cinco; el
segundo consigo mismo da dieciséis mas treinta y seis, cincuenta y dos; el
producto mixto es cuatro mas doce, dieciséis. Cinco mas cincuenta y dos
menos treinta y dos es veinticinco, la distancia al cuadrado, asi que los
puntos estan a cinco de distancia.

3. ¢Cudl es la similitud coseno de las flechas uno, cero y cero, uno, y
qué angulo significa?

Pista: Ambas flechas ya tienen longitud uno.

Respuesta: Su producto punto es uno por cero mas cero por uno, que es

cero. Como ambas tienen longitud uno, la similitud coseno es cero: son
ortogonales, a noventa grados.



Tablas de nimeros que actian

Anote una tabla pequeiia: tres pisos en venta, y para cada uno dos
nameros, su superficie y su namero de habitaciones. Tiene tres filas y
dos columnas, un rectangulo de nimeros, que los matemaéticos llaman
matriz. Léala fila por fila y aparece algo 1til: cada fila es un piso, un
pequeio vector por si mismo, y la tabla es simplemente esos tres
vectores apilados uno sobre otro. El libro llama a esa pila un lote de
vectores de datos, y de ahora en adelante los modelos se escribiran,
tanto en papel como en codigo, para trabajar con lotes enteros a la
vez. Cuando la aplicacion de fotos de su teléfono aprende, nunca mira
una imagen a la vez; toma un lote, una pila de imagenes, y procesa
toda la pila de una vez.
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Una tabla es una pila de vectores

La operacion clave sobre matrices es la multiplicacion, y tiene una
regla sobre las formas. Puede multiplicar una tabla de a filas y b
columnas por una tabla de b filas y ¢ columnas, y el resultado tiene a
filas y ¢ columnas: los dos tamafios interiores deben coincidir, y
desaparecen. Cada entrada del resultado es un producto punto: la
entrada de la fila i y la columna j es el producto punto de la fila i de la
primera tabla con la columna j de la segunda. Hagamos uno a mano.
Tome la primera tabla con filas uno, dos y tres, cuatro, y la segunda
con filas cinco, seis y siete, ocho. La entrada superior izquierda es la
fila uno, dos por la columna cinco, siete: cinco més catorce,
diecinueve. La entrada superior derecha es uno, dos por seis, ocho:
seis mas dieciséis, veintidos. La fila inferior da tres por cinco méas
cuatro por siete, cuarenta y tres, y tres por seis mas cuatro por ocho,



cincuenta. Asi que el producto es diecinueve, veintidos arriba y
cuarenta y tres, cincuenta abajo.

(3 (8= (i 20)
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Multiplicar a mano, luego en masa

Cuando el segundo factor es un solo vector, el producto es una matriz
por un vector, que da un vector. Ahora la vision por lotes da fruto. Si
cada fila de una tabla es un vector de datos y multiplica la tabla por la
tabla volteada de unos pesos, calcula el producto punto de cada vector
de datos con los pesos, todo en una sola operaciéon. Un lote de treinta
y dos ejemplos con cien nimeros cada uno, multiplicado por pesos de
forma cien por diez, da treinta y dos por diez: diez puntuaciones para
cada uno de los treinta y dos ejemplos, a la vez. Y una tabla
multiplicada por su propia version volteada, que da una tabla



cuadrada de n filas y n columnas, contiene el producto punto de cada
par de filas, asi que cada par de ejemplos se compara de una vez.

Un segundo tipo de producto es mucho mas simple: el producto de
Hadamard, que multiplica dos tablas de la misma forma posicion por
posicion. Carece de las ricas propiedades de la verdadera
multiplicaciéon de matrices, pero las redes lo usan todo el tiempo para
enmascarar, es decir poner algunas entradas a cero, o para escalar
entradas. Multiplique la tabla uno, dos sobre tres, cuatro posicion por
posicion por la tabla uno, cero sobre cero, uno, y las entradas fuera de
la diagonal desaparecen: uno, cero sobre cero, cuatro. Algunas
familias recientes de modelos se apoyan mucho en estas interacciones
multiplicativas, y el libro volvera a ellas.

1 2 1 0 10
(3 4)9(0 1)_(0 4)
MASCARA

ENTRADA A ENTRADA EXP DE MATRIZ

e = G i) exp(0) = ((1) (1))

TORCH.LINALG

SUMA PORFILA < PORPISO
SUMA POR COLUMNA - TOTALES

Posicion por posicion, y dos exponenciales



El libro también advierte de una trampa de notacion. Escribir la
exponencial de una matriz suele significar aplicar la exponencial a
cada entrada por separado, y eso funciona para tensores de cualquier
forma. Pero el dlgebra lineal también tiene una verdadera exponencial
de matriz, definida solo para matrices cuadradas como una suma
infinita de la matriz multiplicada por si misma cada vez mas veces,
con cada término dividido por un factorial creciente. Las dos son muy
distintas. Para una tabla llena de ceros, la exponencial entrada por
entrada da una tabla llena de unos, mientras que la verdadera
exponencial de matriz da unos solo en la diagonal y ceros en el resto.
Por eso bibliotecas como PyTorch guardan las operaciones
genuinamente matriciales, como la exponencial de matriz, las
inversas y los determinantes, en un médulo separado de algebra
lineal, como muestra el cuadro de cédigo del libro.

Por altimo, una reduccién como una suma o un promedio recorre
toda una direccion de una tabla, salvo que se den limites. En codigo,
es un método del tensor con un argumento que nombra la direccién:
sumar la tabla de pisos a lo largo de las columnas da, para cada piso,
la superficie més las habitaciones; sumar a lo largo de las filas da los
totales de los tres pisos.

¢Por qué la multiplicacion de matrices se define de esta extrana
manera fila por columna, y no posiciéon por posicion? El libro
responde en un recuadro. Una funcién sobre vectores es lineal cuando
escalar y sumar primero las entradas da el mismo resultado que
escalar y sumar las salidas. Toda funcion asi se puede escribir como
una matriz, y aplicar la funcién a un vector es exactamente multiplicar
la matriz por el vector. Multiplicar dos matrices corresponde entonces
a hacer una funcién después de la otra, lo que se llama composicion.
Por ejemplo, si una matriz duplica cada entrada y otra intercambia las



dos entradas, su producto es una sola matriz que duplica y luego
intercambia: de tres, cinco obtiene diez, seis, se calcule como se
calcule.

3,5) >[ DOBLAR }> (6, 10)EFERMUTA5J<(10, 6)
2 0 0 1
0 2 1 0

L. —
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COMPOSICION

ENTERCAMBIAR 0 DUPLICARJ
0 2
2 0

Las matrices componen funciones




Para recordar

Una matriz es una tabla de filas y columnas, que se ve mejor
como una pila de vectores de datos, un lote, y los modelos se
escriben para trabajar con lotes enteros a la vez. Las matrices se
multiplican cuando los tamanos interiores coinciden; cada
entrada del resultado es el producto punto de una fila de la
primera con una columna de la segunda, asi que un producto
calcula muchos productos punto a la vez. El producto de
Hadamard multiplica posicion por posicion y se usa para
enmascarar y escalar; una exponencial escrita sobre una matriz
significa entrada por entrada, a diferencia de la verdadera
exponencial de matriz de las matrices cuadradas. Las
reducciones como las sumas recorren toda una direccion, elegida
en cddigo con un argumento de eje. La multiplicacion de
matrices se define asi porque las matrices son funciones lineales:
multiplicar por un vector aplica la funcién, y multiplicar dos
matrices compone dos funciones.

Preguntas

1. Una tabla de 32 filas y 100 columnas se multiplica por una tabla
de 100 filas y 10 columnas. ¢Cudl es la forma del resultado?

a. 100 filas por 100 columnas
b. 32 filas por 10 columnas
c. 10 filas por 32 columnas

d. Las tablas no se pueden multiplicar



2. ¢Qué contiene cada entrada de un producto de matrices?

a. El producto punto de una fila de la primera tabla con una
columna de la segunda

b. El producto de las dos entradas en la misma posicién
c. La suma de todas las entradas de ambas tablas

d. La entrada més grande de la fila

3. Para una tabla llena de ceros, ¢en qué difieren la exponencial
entrada por entrada y la verdadera exponencial de matriz?

a. Ambas dan una tabla de ceros
b. Ambas dan una tabla de unos
c. La de entrada por entrada da unos solo en la diagonal

d. La de entrada por entrada da todo unos; la exponencial de
matriz da unos en la diagonal y ceros en el resto

4. éPor qué la multiplicacién de matrices se define fila por
columna y no posicion por posicion?
a. Porque es méas rapida en los chips graficos
b. Porque los productos posiciéon por posicion no existen

c. Porque las matrices representan funciones lineales, y este
producto corresponde a aplicar una funcién después de otra

d. Porque siempre da un resultado cuadrado

Respuestas

1. b) Los tamafios interiores, 100 y 100, coinciden y desaparecen; el
resultado conserva los tamanos exteriores, 32 por 10, diez puntuaciones
para cada uno de los treinta y dos ejemplos.



2. a) La entrada de la fila i y la columna j es el producto punto de la fila i de
la primera tabla con la columna j de la segunda.

3. d) La exponencial de cero en cada entrada es uno, mientras que la
verdadera exponencial de matriz de la matriz cero deja solo los unos de la
diagonal; las dos operaciones son muy distintas.

4. ¢) Toda funcion lineal es una matriz; multiplicar por un vector la aplica, y

multiplicar dos matrices compone las dos funciones.

Ejemplos resueltos

Multiplicar dos tablas pequeiias Multiplique la tabla con filas
dos, cero y uno, tres por la tabla con filas uno, cuatro y dos, uno.

Arriba a la izquierda: la fila dos, cero con la columna uno, dos da dos por
uno maés cero por dos, que es dos.

Arriba a la derecha: la fila dos, cero con la columna cuatro, uno da ocho
mas cero, que es ocho.

Abajo a la izquierda: la fila uno, tres con la columna uno, dos da uno més
seis, que es siete.

Abajo a la derecha: la fila uno, tres con la columna cuatro, uno da cuatro
mas tres, que es siete.

Respuesta: El producto tiene filas dos, ocho y siete, siete.

Ejercicios

1. ¢Se puede multiplicar una tabla de 3 filas por 2 columnas por otra

tabla de 3 filas por 2 columnas? ¢Y por su propia version volteada?
Pista: Compruebe si los tamafios interiores coinciden.

Respuesta: No: los tamafios interiores serian 2 y 3, que difieren. Si con
su version volteada, que es de 2 por 3: los tamafios interiores son ambos
2,y el resultado es de 3 por 3, los productos punto de cada par de filas.



2. Multiplique la tabla cinco, seis sobre siete, ocho posicion por
posicion, el producto de Hadamard, por la méascara cero, uno sobre
uno, cero.
Pista: Cada entrada se multiplica solo por la entrada en la misma
posicion.
Respuesta: Cero, seis sobre siete, cero: la mascara conserva las entradas
fuera de la diagonal y pone a cero las de la diagonal.

3. Una matriz duplica ambas entradas de un vector; otra intercambia
sus dos entradas. Aplique «duplicar, luego intercambiar» al vector
tres, cinco, y compruebe que «intercambiar, luego duplicar» da aqui
el mismo resultado.

Pista: Haga cada paso por turno.

Respuesta: Duplicar da seis, diez, e intercambiar da diez, seis.
Intercambiar primero da cinco, tres, y duplicar da diez, seis. Ambas
composiciones dan diez, seis, como lo haria su tinica matriz combinada.



Contar el trabajo

Multiplique dos tablas a mano, una de dos filas y tres columnas y otra
de tres filas y cuatro columnas. El resultado tiene dos filas y cuatro
columnas, ocho entradas, y cada entrada es un producto punto de tres
pares, asi que hace ocho por tres, veinticuatro multiplicaciones. Ahora
duplique cada tamano: cuatro filas por seis, por seis por ocho. El
resultado tiene treinta y dos entradas de seis multiplicaciones cada
una, ciento noventa y dos en total, ocho veces més que antes, aunque
cada tamafo solo se duplicd. Cémo crece el trabajo a medida que
crecen los tamanos es lo que los informaticos llaman complejidad, y el
libro usa la multiplicacién de matrices para presentarla.



(2 x3)(3 x4) (4 % 6)(6 x 8)

x 8

8x3=24
32 x 6 =192

(a x b)(b x ¢)
A-C PRODUCTOS PUNTO, LONGITUD B

tiempo ~ abe memoria ~ ac

El doble de tamano, ocho veces el trabajo

Aplicando la definicién directamente, una tabla de a filas y b
columnas por una de b filas y ¢ columnas necesita a por ¢ productos
punto, cada uno de longitud b. El nimero de operaciones se llama
complejidad temporal. La memoria que necesita el calculo, para un
programa sencillo de un paso a la vez, es simplemente el tamafo de la
tabla resultado, y eso se llama complejidad espacial.

Para hablar del crecimiento sin perderse en los detalles de maquinas
concretas, la informatica usa la notacion O grande, donde la O viene
de la palabra alemana Ordnung, orden, como en orden de
aproximacidén. Decir que el trabajo de un programa es de orden g
significa esto: a partir de cierto tamafio, el trabajo nunca supera algin
multiplo fijo de g. Por ejemplo, un programa que necesita tres veces el



tamaino mas diez pasos es de orden el tamano, porque una vez que el

tamano llega a diez, tres veces el tamafio més diez nunca es més que

cuatro veces el tamafio. Mas alla de ese punto, las constantes y los

pequeinos términos extra dejan de importar, y solo cuenta la forma

general del crecimiento; esto se llama analisis asint6tico. En este

lenguaje, la multiplicacion de matrices ingenua es de orden a por b

por ¢, y crece en proporcion a cada uno de los tres tamaiios. Para dos

tablas cuadradas de n filas y n columnas eso es n por n por n, y

decimos que la multiplicacion es cubica: duplique n y el trabajo crece

ocho veces, exactamente como en la cuenta a mano.

PASOS
1ooqs

50

SOLO CUENTA
LA FORMA

nd: x2 > x8

O(n)

10

25
TAMANON

O grande: acotado a partir de cierto tamafio

El razonamiento con O grande es elegante e importante, pero el libro

advierte que no decide qué método es realmente mas rapido. Eso



depende de detalles como el hardware y el tipo de trabajo en paralelo
que admite. Cuando pide a una biblioteca como PyTorch que
multiplique dos matrices, la biblioteca escoge una rutina concreta de
bajo nivel, llamada kernel, para el hardware en que corre su
programa, sea un chip grafico, un procesador corriente o un chip
especializado, en un paso llamado despacho; compiladores como XLA
van mas alla y fusionan varias operaciones en una sola ajustada a ese
hardware. Un ejemplo llamativo: los mejores métodos conocidos para
multiplicar dos tablas cuadradas tienen un trabajo de orden n elevado
a una potencia por debajo de dos coma cuatro, mucho mejor que el
cubo del método ingenuo. Para tablas de mil por mil, el cubo son mil
millones de operaciones, mientras que mil elevado a dos coma cuatro
son solo unos dieciséis millones. Sin embargo, estos métodos
ingeniosos son dificiles de repartir con eficiencia entre los miles de
nucleos pequeiios de un chip grafico, asi que en la practica rara vez se
usan.
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([ MATMUL |< ELIGE KERNEL

10°4 10°
16 MILLONES
1051
DIFiCIL DE
10°. PARALELIZAR X

Mejor crecimiento, rara vez usado

Dos limites méas de la O grande. Primero, tener k procesadores
trabajando en paralelo no cambia nada en el orden de crecimiento: en
el mejor de los casos divide el tiempo por k, un factor constante, asi
que un método cubico sigue siendo cibico. Segundo, la O grande
ignora el tiempo gastado en mover datos de un lugar a otro, y eso
puede convertirse en el cuello de botella principal. Un asistente de
chat que le responde suele estar limitado menos por la aritmética que
por la rapidez con que sus miles de millones de nimeros pueden
sacarse de la memoria para cada palabra que escribe. Un programa
limitado por el movimiento de datos se llama limitado por memoria,
frente a limitado por calculo, y la tinica forma fiable de saber cuél
tiene es ejecutar un perfilador, una herramienta que mide a déonde va
realmente el tiempo. El libro concluye que juzgar el coste de un



algoritmo esta lejos de ser trivial, porque el crecimiento teorico y la
velocidad observada interactian.

MILES DE
MILLONES ’
POR PALABRA LIMITE: CALCULO
r ,
— mmfm]w
——— | MOVERDATOS |[ (][]0
- — LI'IETE: — b0ao
— memoria (OO 00O
- ® K NUCLEOS: + K

PERFILADOR

Limitado por calculo o por memoria



Para recordar

La complejidad describe como crece el trabajo con el tamato:
multiplicar una tabla de a por b por una de b por ¢ toma a por c
productos punto de longitud b, su complejidad temporal, y
necesita memoria para el resultado, su complejidad espacial. La
O grande conserva solo la forma del crecimiento para tamafnos
grandes, ignorando constantes: la multiplicacién de matrices
ingenua es de orden a por b por ¢, cibica para tablas cuadradas,
asi que duplicar el tamafio multiplica por ocho el trabajo. La
velocidad real también depende del hardware, del kernel que
despacha la biblioteca y de los compiladores; los métodos con
mejor crecimiento, por debajo de la potencia dos coma cuatro,
rara vez se usan porque se paralelizan mal. Los procesadores en
paralelo dan solo una aceleracion constante, y mover datos
puede dominar, haciendo que un programa esté limitado por
memoria y no por calculo, lo que solo un perfilador puede
revelar.

Preguntas

1. La multiplicacion ingenua de dos tablas cuadradas es cubica.
¢Qué pasa con el trabajo cuando el tamano de las tablas se
duplica?

a. Se duplica
b. Se cuadruplica

¢. Crece ocho veces



d. Se queda igual en un chip grafico

2. ¢Por qué los métodos de multiplicacién de matrices con
crecimiento por debajo de la potencia dos coma cuatro rara vez
se usan en la practica?

a. Son dificiles de repartir con eficiencia en hardware muy
paralelo como los chips graficos

b. Dan respuestas erroneas para tablas grandes
c. Necesitan mas memoria que la tabla resultado

d. Solo funcionan para tablas con menos de mil filas

3. Un programa corre en 8 procesadores en lugar de 1. éQué dice
la O grande sobre su orden de crecimiento?
a. Baja de cabico a cuadratico
b. Se vuelve ocho veces menor en orden
c. Ya no se puede calcular

d. No cambia: el paralelismo da a lo sumo una aceleracién
constante

4. ¢Qué significa que un programa esté limitado por memoria?
a. Usa mas memoria de la que tiene el computador

b. Su velocidad est4 limitada sobre todo por mover datos y no
por la aritmética

c. Guarda cada resultado intermedio en disco

d. Tiene una complejidad espacial de orden cero

Respuestas

1. ¢) El crecimiento ctbico significa que el trabajo va como el tamafio
multiplicado por si mismo tres veces, asi que duplicar el tamafo multiplica



el trabajo por dos por dos por dos, ocho.

2. a) Su mejor crecimiento asintoético no se traduce en velocidad, porque se

paralelizan mal en las GPU.

3. d) Con k procesadores el tiempo se divide a lo sumo por k, un factor
constante, que la O grande ignora.

4. b) La O grande ignora el movimiento de datos, que puede convertirse en
el cuello de botella principal; entonces el programa esté limitado por
memoria y no por calculo, como puede mostrar un perfilador.

Ejemplos resueltos

Contar multiplicaciones ¢Cuantas multiplicaciones necesita el
método ingenuo para multiplicar una tabla de 10 filas por 20
columnas con una tabla de 20 filas por 5 columnas, y cual es la forma
del resultado?

Los tamanos interiores son ambos 20, asi que el producto existe y tiene 10

filas y 5 columnas.
Eso es 10 por 5, que son 50 entradas.

Cada entrada es un producto punto de longitud 20, asi que necesita 20
multiplicaciones.

En total, 50 por 20 da 1000 multiplicaciones, que es a por b por ¢ con a
10,b20ycs5.

Respuesta: 1000 multiplicaciones; el resultado es de 10 por 5.

Ejercicios

1. Una multiplicacion ingenua de dos tablas cuadradas tarda un
segundo. éCuanto tardarian aproximadamente tablas tres veces mas
grandes?

Pista: El trabajo es ctibico en el tamano.



Respuesta: Unos 27 segundos: tres por tres por tres es veintisiete, asi
que el trabajo, y aproximadamente el tiempo, crece veintisiete veces.

2. Muestre que un programa que necesita cinco veces el tamafio mas
cien pasos es de orden el tamaiio.
Pista: Encuentre un miltiplo del tamafio que nunca se supere maés alla
de cierto punto.
Respuesta: Una vez que el tamafo llega a cien, cinco veces el tamafio
mas cien nunca es mas que seis veces el tamarfio, asi que mas alla de ese
punto el trabajo es a lo sumo un multiplo fijo del tamafio: es de orden el
tamafo.

3. Para tablas cuadradas de mil filas, compare el trabajo del método
ingenuo con el de un método cuyo trabajo crece como el tamafo
elevado a dos coma cuatro.
Pista: Mil al cubo, y mil elevado a dos coma cuatro, que son unos
dieciséis millones.
Respuesta: El método ingenuo necesita unos mil millones de
operaciones, el ingenioso unos dieciséis millones, aproximadamente

sesenta veces menos; sin embargo el ingenioso rara vez se usa porque no
se paraleliza bien en los chips graficos.



Pilas de tablas y una abreviatura con
letras

Imagine cuatro alumnos, cada uno con una hoja de deberes que les
pide multiplicar una tabla de cinco por dos por una tabla de dos por
tres. Cada alumno trabaja solo con su propio par y entrega un
resultado de cinco por tres. Reunidas, las cuatro respuestas forman
una pila: cuatro resultados de cinco por tres. Dentro no ocurrié nada
nuevo, la misma multiplicacion simplemente se hizo cuatro veces, una
al lado de otra. Asi funcionan la mayoria de las operaciones sobre
tensores con mas de dos direcciones, y el libro llama a esta
multiplicaciéon de matrices por lotes.



MATMUL POR LOTES

Jwmsmar | L
4 x (5 x2) 4x(2x3) 4 x (5x3)
LOTE = . UNA HOJA POR
PRIMERA DIRECCION CONVERSACION

Multiplicacién de matrices por lotes

Los vectores y las matrices son especiales porque muchas operaciones
tienen sentido para ellos y se vuelven incomodas o indefinidas mas
alla: la multiplicaciéon de matrices, la verdadera exponencial de
matriz, los determinantes. Asi que cuando los tensores tienen mas
direcciones, las operaciones que necesitamos son sobre todo de dos
tipos: versiones por lotes de operaciones matriciales, o combinaciones
de operaciones matriciales con reducciones como las sumas. Para la
multiplicacién por lotes, tome una primera pila de n tablas, cada una
de a por b, y una segunda pila de n tablas, cada una de b por c. El
resultado es una pila de n tablas, cada una de a por ¢, donde la tabla
numero i es simplemente la tabla i de la primera pila por la tabla i de
la segunda. Las bibliotecas tratan la direccion inicial, la primera,
como el lote y la manejan en silencio: en PyTorch, el comando de



multiplicacion corriente aplicado a una pila de cuatro tablas de cinco
por dos y una pila de cuatro tablas de dos por tres devuelve una pila
de cuatro tablas de cinco por tres, exactamente como muestra el
cuadro de codigo del libro. Asi es como un asistente de chat responde
a los mensajes de muchas personas a la vez: cada conversacion es una
hoja de la pila, y las mismas multiplicaciones corren sobre todas las
hojas juntas.

Para el segundo tipo, el libro da un producto punto generalizado.
Tome dos tensores de la misma forma, con tres direcciones,
multipliquelos posicion por posiciéon y sume todos y cada uno de los
productos. No es mas que el producto punto corriente de los dos
tensores aplanados en listas largas. Por ejemplo, dos cubitos de dos
por dos por dos, el primero lleno de unos y el segundo de doses,
tienen ocho posiciones, cada producto es dos, y el producto punto
generalizado es dieciséis. El libro afiade que este breve repaso cubre la
mayoria de las operaciones con tensores usadas en el resto del libro, y
que cualquier cosa nueva se presentara cuando haga falta.
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Un producto punto de tensores enteros

Luego viene una seccion opcional sobre una abreviatura ingeniosa
llamada einsum, por la convencién de suma de Einstein, que puede
describir practicamente cualquier operacion con tensores con una
cadena corta de letras. La idea es dar una letra a cada direccion de
cada tensor. Para la multiplicaciéon por lotes, la primera pila tiene
direcciones i, j, z, la segunda tiene i, z, k, y el resultado tiene i, j, k.
Para el producto punto generalizado, ambos tensores tienen
direcciones i, j, k, y el resultado no tiene ninguna letra, ya que es un
solo nimero. La regla, en la forma simplificada que usa el libro, es
esta: toda letra que aparece en las entradas pero no en el resultado se
suma. En la multiplicacién por lotes la letra z aparece en ambas
entradas pero no en el resultado, asi que es la direcciéon que se
multiplica y se suma, que es exactamente el producto punto dentro de



cada multiplicacion de tablas. En el producto punto generalizado las
tres letras desaparecen del resultado, asi que se suma todo. La
operacion completa se escribe entonces como una sola cadena: las
letras de las entradas separadas por una coma, una flecha y las letras

del resultado.

EN ENTRADAS, NO EN RESULTADO -» SUMA
SE SUMA

T
ijz, izk — ijk
PILA 1 PILA 2
e, ik o (Ewors)
UN NUMERO
ijz, ikz — ijk VOLTEADO

UN LOTE DE 2, A MANO
EIE9-CH 696
Einsum: letras para las direcciones

La mayoria de los frameworks ofrecen una operaciéon einsum que
toma exactamente una cadena asi. Su primera ventaja es que no
necesita recordar los comandos propios de cada biblioteca: solo
PyTorch tiene varias funciones de multiplicacion con distintas reglas
de forma y comportamiento de broadcasting, mientras que einsum las
describe todas de la misma manera. Su segunda ventaja es la
portabilidad: la cadena para la multiplicacién por lotes es idéntica en



PyTorch y en JAX, asi que el co6digo pasa de una biblioteca a otra sin
cambios. Dar la vuelta a una direccién también es facil: si la segunda
pila tiene sus tablas en el otro sentido, con direcciones i, k, z,
simplemente escribe esas letras, y einsum multiplica por las tablas
volteadas sin ningn paso extra. Por estas razones einsum, y paquetes
construidos sobre la misma idea como einops, se han vuelto muy
populares.

Pruébelo

Tome dos hojas de papel y en cada una dibuje una pila de dos
tablas pequenas, de dos por dos. En la primera hoja escriba las
tablas uno, dos sobre tres, cuatro y uno, cero sobre cero, uno; en
la segunda escriba dos, cero sobre cero, dos y cinco, seis sobre
siete, ocho. Multiplique la tabla uno por la tabla uno y la tabla
dos por la tabla dos: deberia obtener dos, cuatro sobre seis, ocho,
y luego cinco, seis sobre siete, ocho. Eso es una multiplicacion
por lotes con un lote de dos, hecha a mano.




Para recordar

Mas alla de dos direcciones, la mayoria de las operaciones son
operaciones matriciales por lotes u operaciones matriciales
combinadas con reducciones. La multiplicaciéon de matrices por
lotes multiplica la tabla i de una pila por la tabla i de otra, dando
una pila de resultados, y las bibliotecas manejan la direccion
inicial del lote automéaticamente. El producto punto generalizado
multiplica dos tensores de la misma forma posicion por posicion
y suma todo, el producto punto de sus formas aplanadas.
Einsum da una letra a cada direccion y suma sobre las letras que
aparecen en las entradas pero no en el resultado, asi que una
cadena describe la operacion de la misma manera en PyTorch y
JAX, lo que lo hizo popular, junto con einops.

Preguntas

1. Una pila de 4 tablas de 5 por 2 se multiplica, por lotes, por una
pila de 4 tablas de 2 por 3. éQué sale?
a. Una tabla de 20 por 3
b. Una pila de 4 tablas de 5 por 3
c. Una pila de 4 tablas de 2 por 2

d. Nada, porque las formas no coinciden

2. En la regla de einsum que usa el libro, équé direcciones se

suman?

a. Todas las letras que aparecen en el resultado



b. Solo la primera letra de cada entrada

c. Las letras que aparecen en las entradas pero no en el
resultado

d. Las letras que aparecen en una sola entrada

3. ¢Qué es el producto punto generalizado de dos tensores de la
misma forma?

a. La suma de todos sus productos posicion por posicion, el
producto punto de sus formas aplanadas

b. Una pila de productos de matrices
c. El producto de sus entradas mas grandes

d. Un tensor con la misma forma que las entradas

4. ¢Por qué es util einsum al pasar cédigo de PyTorch a JAX?
a. Porque JAX no puede multiplicar matrices de otra manera
b. Porque einsum corre mas rapido que cualquier otro comando
c. Porque einsum elimina la necesidad de lotes

d. Porque la misma cadena de letras describe la operacion de
forma idéntica en ambas bibliotecas

Respuestas

1. b) La multiplicacion por lotes multiplica la tabla i por la tabla i; cada 5
por 2 por 2 por 3 da 5 por 3, y hay cuatro de ellas.

2. ¢) Una letra que esta en las entradas pero falta en el resultado se suma;
en la multiplicacion por lotes esa es z, la direccion de los productos punto
interiores.

3. a) Multiplicar posiciéon por posicién y sumar todo es lo mismo que un
producto punto corriente de los dos tensores escritos como listas largas.



4. d) La cadena einsum para la multiplicacién por lotes es idéntica en
PyTorch y JAX, asi que el codigo pasa sin cambios, sin recordar los

comandos de cada biblioteca.

Ejemplos resueltos

Formas en una multiplicacion por lotes En el cuadro de codigo
del libro, una pila de forma 4 por 5 por 2 se multiplica por una pila de
forma 4 por 2 por 3. Halle la forma del resultado.

La direccidn inicial, 4, es el lote: hay cuatro pares de tablas.

Cada par es una tabla de 5 por 2 por una tabla de 2 por 3; los tamanos
interiores, 2 y 2, coinciden.

Cada producto es por tanto de 5 por 3.
Apilar los cuatro productos da una pila de forma 4 por 5 por 3.

Respuesta: Una pila de forma 4 por 5 por 3.

Ejercicios
1. Dos tensores de forma 2 por 2, aplanados, se leen uno, dos, tres,
cuatro y dos, cero, uno, uno. ¢Cuél es su producto punto
generalizado?

Pista: Multiplique posicién por posicion, luego sume todo.

Respuesta: Nueve: uno por dos es dOS, dos por cero es cero, tres por uno

es tres, cuatro por uno es cuatro, y dos mas cero mas tres mas cuatro es

nueve.

2. Usando la regla de las letras, describa la multiplicaciéon de matrices
corriente de una tabla de i por z con una tabla de z por k.
Pista: ¢Qué letra debe desaparecer en el resultado?

Respuesta: Las entradas llevan las letras i, z y z, k, y el resultado
conserva i, k. La letra z aparece en las entradas pero no en el resultado, asi



que se suma: cada entrada es el producto punto a lo largo de z, que es la
multiplicacion de matrices.

3. Una pila contiene 32 conversaciones, cada una una tabla de 10 por
64, y cada una debe multiplicarse por su propia tabla de 64 por 64.
¢Cuél es la forma del resultado, y como se calcula?
Pista: Piense en cada conversacion como una hoja de un lote.
Respuesta: Una pila de 32 tablas de 10 por 64: la tabla de 10 por 64 de
cada conversacion por su tabla de 64 por 64 da 10 por 64, y los 32

productos se hacen uno al lado de otro como una sola multiplicacion por
lotes.



La pendiente en un punto

Tome una calculadora y eleve al cuadrado el nimero tres: nueve.
Ahora eleve al cuadrado tres coma cero uno: nueve coma cero seis
cero uno. La entrada se movi6 una centésima y la salida se movio seis
centésimas y un poquito més, asi que cerca de tres el cuadrado cambia
unas seis veces mas rapido que su entrada. Pruebe con tres coma cero
cero uno y la razon se acerca ain mas a seis. Esa razon limite es la
derivada, y es la primera herramienta que el libro necesita, porque los
gradientes, sus primos de muchas dimensiones, son lo que impulsa el
entrenamiento de todos los modelos del libro.
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Para una funcioén con un numero de entrada y un nimero de salida, la
derivada en un punto se define exactamente como acaba de hacerlo:
mueva la entrada una cantidad pequena, vea cuanto cambia la salida,
divida el cambio de la salida por el movimiento, y deje que el
movimiento se encoja hacia cero. El libro usa varias maneras de
escribirla: una d rizada para derivadas y gradientes de cualquier
tamano, el mismo signo con la entrada escrita en pequeiio al lado para
decir qué entrada se varia, y para funciones de un ntimero una marca
prima tras el nombre de la funcién, conocida como notacion de
Lagrange. No se preocupa de si una derivada siempre existe, lo que no
esta garantizado ni siquiera para una curva continua de aspecto
suave; simplemente lo supone, y vuelve a los casos incbmodos, como
la esquina aguda del valor absoluto en cero, en el capitulo seis.

Para funciones familiares la definiciéon da reglas familiares. Una
potencia de la entrada tiene una derivada igual a esa potencia por la
entrada elevada a uno menos: el cubo tiene derivada tres veces el
cuadrado, asi que en dos es tres por cuatro, doce. El logaritmo tiene
derivada uno dividido por la entrada, asi que en cuatro su pendiente
es un cuarto. El seno tiene derivada igual al coseno, asi que en cero su
pendiente es uno.
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Pendientes de tangentes en un valle

Geométricamente, la derivada es la pendiente de la tangente, la recta
que apenas toca la curva en un punto, y es la mejor aproximacion por
una recta de la funcion ahi. La figura del libro dibuja la curva x2 —
1,5%, un valle poco profundo, con su tangente trazada en dos puntos.
Su derivada es 2x — 1,5. En cero la pendiente es menos uno coma
cinco: la curva baja hacia la derecha, asi que ahi es decreciente. En
dos la pendiente es mas dos coma cinco: la curva sube hacia la
derecha. Esa es la leccion duradera: el signo de la pendiente le dice, en
un pequeiio entorno, hacia donde va la funcion, y la misma idea se
trasladara a funciones de muchas entradas. Cuando se entrena la
aplicacion de fotos, es exactamente esta clase de pendiente, calculada
para millones de perillas a la vez, la que le dice a cada perilla hacia
donde girar.



Tres reglas nos permiten derivar funciones construidas a partir de
otras mas simples, y las tres se extienden a muchas dimensiones.
Linealidad: la derivada de una suma es la suma de las derivadas; para
X2 + 3X en uno, eso es dos mas tres, cinco. La regla del producto: la
derivada de un producto es la derivada del primero por el segundo,
mas el primero por la derivada del segundo; para x2-x3 esto da dos
equis a la cuarta mas tres equis a la cuarta, cinco equis a la cuarta, que
es en efecto la derivada de equis a la quinta. La regla de la cadena: la
derivada de una funcion aplicada al resultado de otra es la derivada
exterior, tomada en el valor interior, por la derivada interior. Para (2x
+ 1)2 en uno: el valor interior es tres, la derivada exterior ahi es seis,
la derivada interior es dos, asi que la pendiente es doce; desarrollar
primero el cuadrado y derivar da el mismo doce. La regla de la cadena
es la que hay que recordar: una pendiente a través de una cadena de
pasos es el producto de las pendientes de los pasos, y esa idea
sostendra todo el libro.
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Para recordar

La derivada de una funcién de un nimero es el limite del cambio
de la salida dividido por un movimiento cada vez menor de la
entrada; elevar al cuadrado cerca de tres da seis. Potencias,
logaritmos y senos tienen derivadas familiares: el cubo da tres
veces el cuadrado, el logaritmo uno sobre la entrada, el seno el
coseno. La derivada es la pendiente de la tangente y la mejor
aproximacion por una recta; su signo dice si la funcion sube o
baja cerca, como muestra el valle de la figura. Tres reglas
construyen las derivadas de funciones combinadas: las sumas se
suman, los productos siguen la regla del producto, y las cadenas
multiplican sus pendientes, la regla de la cadena.

Preguntas

1. La pendiente de una funcién en un punto es negativa. ¢Qué dice
eso sobre la funcion cerca de ese punto?
a. Baja cuando la entrada aumenta, y sube hacia la izquierda
b. Sube cuando la entrada aumenta
c. Ha alcanzado su valor mas bajo
d. No es derivable ahi

2. ¢Qué regla da la pendiente de una funcién aplicada al resultado
de otra?

a. La linealidad

b. La regla del producto



c. Laregla de la cadena: pendiente exterior en el valor interior
por la pendiente interior

d. La regla de la potencia

3. ¢Por qué el libro se preocupa tanto por las derivadas?
a. Porque todo modelo debe ser un polinomio
b. Porque las derivadas sustituyen la necesidad de datos
c. Porque solo importan para senos y logaritmos

d. Porque los gradientes, su forma de muchas entradas,
impulsan el entrenamiento de todos los modelos del libro

4. ¢Cudl es la pendiente del logaritmo en la entrada cuatro?

a. Cuatro
b. Un cuarto
c. Cero

d. Menos un cuarto

Respuestas

1. a) Una pendiente negativa significa que la curva baja hacia la derecha en
un pequeiio entorno, como hace el valle de la figura en cero.

2. ¢) La regla de la cadena multiplica las pendientes de los pasos; para dos
equis mas uno, al cuadrado, en uno da seis por dos, doce.

3. d) Los gradientes, los primos de muchas dimensiones de la derivada, le

dicen a cada nimero ajustable hacia donde girar durante el entrenamiento.

4. b) La derivada del logaritmo es uno dividido por la entrada, asi que en
cuatro es un cuarto.

Ejemplos resueltos



Leer la pendiente de la curva del libro La figura del libro
muestra la curva equis al cuadrado menos uno coma cinco equis.
Halle su pendiente en uno, y el punto donde la curva es plana.
La regla de la potencia da dos equis para equis al cuadrado, y la linealidad
da menos uno coma cinco para el segundo término, asi que la derivada es
dos equis menos uno coma cinco.
En uno la pendiente es dos menos uno coma cinco, que es un medio: la
curva sube suavemente ahi.
La curva es plana donde la pendiente es cero: dos equis menos uno coma
cinco igual a cero.
Eso ocurre en equis igual a tres cuartos, el fondo del valle.

Respuesta: Pendiente un medio en uno; plana en tres cuartos, el punto
mas bajo.

Ejercicios

1. Estime la pendiente del cuadrado en cinco moviendo la entrada una
centésima, y comparela con la regla de la potencia.
Pista: Eleve al cuadrado cinco coma cero uno, reste veinticinco, divida

por una centésima.

Respuesta: Cinco coma cero uno al cuadrado es veinticinco coma uno
cero cero uno, asi que el cambio es de alrededor de una décima, que
dividido por una centésima da diez coma cero uno. La regla de la potencia
da dos por cinco, diez, el valor al que se acerca la razéon cuando el

movimiento se encoge.

2. Use la regla de la cadena para hallar la pendiente de tres equis
menos uno, al cubo, en equis igual a uno.

Pista: Halle primero el valor interior, luego la pendiente exterior ahi,
luego multiplique por la pendiente interior.



Respuesta: El valor interior es dos. La funcion exterior es el cubo, con
pendiente tres veces el cuadrado, asi que en dos es doce. La pendiente

interior es tres, asi que la pendiente es doce por tres, treinta y seis.

3. Use la regla del producto para equis por el logaritmo de equis en
equis igual a uno.
Pista: Derivada del primero por el segundo, mas el primero por la

derivada del segundo; el logaritmo de uno es cero.

Respuesta: El primero da uno por el logaritmo de uno, que es cero; el
segundo da uno por uno sobre uno, que es uno. La pendiente es cero mas
uno, uno.



Pendientes en todas las direcciones

Pongase en la ladera de una colina con un mapa en la mano. Pregunte
qué tan empinado es el terreno, y la respuesta honesta es: depende de
hacia donde camine. Dé un paso hacia el este y quiza suba
bruscamente, dé un paso hacia el norte y quiza apenas suba, dé un
paso hacia el noreste y obtendra algo intermedio. En una linea solo
habia dos formas de moverse, izquierda y derecha, pero en un mapa, y
mas atn en muchas dimensiones, hay infinitas direcciones, asi que
una pendiente no significa nada hasta que diga hacia dénde. Esta
parte muestra como una sola lista de ntimeros, el gradiente, responde
la pregunta para todas las direcciones a la vez.
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Una pendiente necesita una direccion

Tome una funciéon que convierte un vector de d nimeros en un
numero, como la altura del terreno en un punto del mapa. Las
direcciones méas simples son los ejes: muévase solo a lo largo de un
eje, manteniendo fijas todas las demas coordenadas, y mida la
pendiente exactamente como en el caso de un namero. Moverse a lo
largo del eje i significa sumar un pequefio multiplo de un vector
especial que tiene un uno en la posicion i y ceros en el resto, una fila
de la tabla identidad, llamado vector de la base. La pendiente
obtenida asi se llama derivada parcial respecto a esa coordenada.
Apile las d derivadas parciales en un vector y tendra el gradiente, tan
importante que el libro le da su propio signo, un tridngulo invertido
llamado nabla.



Aqui va un ejemplo. Sea la altura la primera coordenada al cuadrado
mas tres veces la segunda, y parese en el punto dos, uno. Moviéndose
solo a lo largo del primer eje, la pendiente es el doble de la primera
coordenada, cuatro; moviéndose solo a lo largo del segundo, la
pendiente es tres. Asi que el gradiente ahi es el vector cuatro, tres.

f(x) =22+ 32y, z=(2,1)
O f =2z =4, Oaf =3

A
a4 pendiente env =V f - v
v = (0.6, 0.8) 4,3)-(1,1) =7
2-
(4,3) - (0.6,0.8) = 4.8
(2, 1) , .
2 4 e MILLONES DE
PERILLAS,
UNA LISTA

Gradiente (4, 3) y pendientes direccionales

¢Y una direccidon que no es un eje, digamos cualquier flecha v? La
pendiente a lo largo de ella se llama derivada direccional, definida de
nuevo por un pequefio paso, esta vez a lo largo de v. Como cualquier
movimiento se puede dividir en pequeiios movimientos a lo largo de
cada eje, la derivada direccional resulta ser simplemente el producto
punto del gradiente con la direccion. En nuestro ejemplo, caminar a lo
largo de uno, uno da cuatro maés tres, siete; caminar a lo largo de la



flecha seis décimas, ocho décimas, que tiene longitud uno, da cuatro
por seis décimas més tres por ocho décimas, dos coma cuatro més dos
coma cuatro, cuatro coma ocho. Asi que conocer el gradiente basta
para conocer la pendiente en todas las direcciones posibles. Cuando
se entrena la aplicacion de fotos, su error depende de millones de
perillas, y su gradiente es una sola lista de millones de pendientes que
dice cobmo cambia el error hacia donde sea que se muevan las perillas
juntas.

Ahora deje que la funcion devuelva varios nameros en lugar de uno,
digamos o salidas a partir de d entradas. Cada salida tiene su propio
gradiente, y apilar estos gradientes como filas da una tabla de o filas y
d columnas, llamada jacobiano. Con una salida el jacobiano es
simplemente el gradiente, y con una entrada y una salida es la
derivada corriente. Por ejemplo, con dos entradas, la primera salida
su producto y la segunda su suma, en el punto dos, uno, la primera
fila es uno, dos y la segunda fila es uno, uno. El jacobiano hereda las
propiedades de la derivada, y la mas importante es la regla de la
cadena: el jacobiano de una funcion aplicada después de otra es el
producto de sus dos jacobianos, el exterior tomado en el punto
producido por la interior. Esta es la cadena de pendientes de la parte
anterior, ahora como una multiplicacion de matrices, y es el corazon
matematico de como se entrenan las redes.
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El jacobiano y la regla de la cadena

Como la derivada, el gradiente también da la mejor aproximaciéon
recta de una funcion cerca de un punto, un enunciado conocido como
teorema de Taylor: cerca de un punto elegido, la funcion es
aproximadamente su valor ahi mas el producto punto del gradiente
con el desplazamiento desde ese punto. El libro lo comprueba en su
curva anterior, x2 — 1,5%, en el punto un medio. Ahi el valor es menos
un medio y la pendiente es menos un medio. Moviéndose una
centésima a la derecha, el valor verdadero es menos cero coma cinco
cero cuatro nueve, mientras que la aproximacion recta da menos un
medio menos la mitad de una centésima, menos cero coma cinco cero
cinco cero. Los dos coinciden hasta la cuarta cifra decimal, que es lo
que significa una buena aproximacion de primer orden.
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Para recordar

Para una funcion de muchas entradas, una pendiente necesita
una direccion; a lo largo de un eje es una derivada parcial, y el
conjunto de todas las derivadas parciales es el gradiente. La
pendiente en cualquier direccion, la derivada direccional, es el
producto punto del gradiente con esa direccion, asi que el
gradiente solo da todas las pendientes direccionales: cuatro, tres
a lo largo de uno, uno da siete. Para una funcion con varias
salidas, los gradientes de las salidas apilados como filas forman
el jacobiano, una tabla de salidas por entradas. El jacobiano de
una cadena de funciones es el producto de sus jacobianos, la
regla de la cadena en forma de matriz. Cerca de un punto, el
valor ahi mas el producto punto del gradiente con el
desplazamiento es la mejor aproximacion recta, como muestra la
comprobacion en un medio hasta cuatro decimales.

Preguntas

1. El gradiente de una funcion en un punto es cuatro, tres. ¢Cuél
es su pendiente a lo largo de la direccion uno, uno?
a. Siete, el producto punto del gradiente con la direccion
b. Doce, el producto de cuatro y tres
c. Cinco, la longitud del gradiente

d. Uno, porque la direccion tiene dos unos



2. Una funcion recibe 5 nimeros y da 3 nimeros. ¢Cuél es la
forma de su jacobiano?

a. 5 filas por 3 columnas
b. 5 filas por 5 columnas
c. 3 filas por 5 columnas, una fila por salida

d. Un solo vector de 15 niimeros

3. ¢Como se obtiene el jacobiano de una funcion aplicada después
de otra?

a. Sumando los dos jacobianos

b. Tomando el mayor de los dos

c. Multiplicandolos posicion por posicion

d. Multiplicando los dos jacobianos, el exterior tomado en el
resultado de la funci6n interior

4. éPor qué conocer el gradiente basta para conocer la pendiente

en todas las direcciones?

a. Porque toda funcion tiene la misma pendiente en todas las
direcciones

b. Porque cualquier movimiento se divide en movimientos a lo
largo de los ejes, asi que la pendiente es el producto punto
del gradiente con la direccion

c. Porque el gradiente ya enumera todas las direcciones

posibles

d. Porque en la practica solo importan las direcciones de los
ejes

Respuestas



1. a) La derivada direccional es el producto punto del gradiente con la
direccion: cuatro por uno mas tres por uno, siete.

2. ¢) Cada salida tiene un gradiente sobre las 5 entradas, y los 3 gradientes
apilados como filas dan una tabla de 3 por 5.

3. d) La regla de la cadena en forma de matriz: el jacobiano de una
composicion es el producto matricial de los jacobianos individuales.

4. b) Dividir un movimiento en sus partes a lo largo de los ejes convierte la
derivada direccional en un producto punto del gradiente con la direccion.

Ejemplos resueltos

La comprobacidén con recta del libro Para la curva equis al
cuadrado menos uno coma cinco equis, use la aproximacion recta en
un medio para predecir el valor en un medio mas una centésima, y
comparelo con el valor verdadero.
En un medio el valor es un cuarto menos tres cuartos, que es menos un
medio.
La pendiente es dos por un medio menos uno coma cinco, que es menos
un medio.
La aproximacion suma la pendiente por el paso: menos un medio mas
menos un medio por una centésima da menos cero coma cinco cero cinco.
El valor verdadero en cero coma cinco uno es cero coma dos seis cero uno

menos cero coma siete seis cinco, que es menos cero coma cinco cero
cuatro nueve, coincidiendo hasta cuatro decimales.

Respuesta: Aproximacion menos cero coma cinco cero cinco cero; valor
verdadero menos cero coma cinco cero cuatro nueve.

Ejercicios

1. Para la funcion que multiplica dos entradas, halle el gradiente en el
punto tres, dos y la pendiente a lo largo de la direccion uno, menos



uno.
Pista: Cada derivada parcial es la otra entrada.
Respuesta: La derivada parcial respecto a la primera entrada es la
segunda, dos; respecto a la segunda es la primera, tres. El gradiente es
dos, tres, y la pendiente a lo largo de uno, menos uno es dos menos tres,
menos uno.

2. Una funcion tiene dos salidas: el doble de la primera entrada mas
la segunda, y la primera entrada menos la segunda. Escriba su
jacobiano.

Pista: Una fila por salida, una columna por entrada.

Respuesta: La primera fila es dos, uno, y la segunda fila es uno, menos

uno: una tabla de dos filas por dos columnas, la misma en todos los

puntos porque la funcion es lineal.

3. Use la aproximacion recta del cuadrado en tres para estimar tres
coma uno al cuadrado, y compare con el valor verdadero.

Pista: El valor en tres es nueve y la pendiente ahi es seis.

Respuesta: Nueve mas seis por una décima da nueve coma seis. El valor

verdadero es nueve coma seis uno, asi que la aproximacion se desvia solo
una centésima en este paso.



Donde el terreno cae mas rapido

De vuelta en la ladera de la parte anterior, ahora con niebla espesa.
Quiere llegar al fondo del valle pero solo puede ver el suelo a sus pies.
Un plan sensato: sentir hacia donde baja el terreno con méas
pendiente, dar un paso en esa direccion y repetir. Ese plan, hecho
preciso, es el descenso de gradiente, y esta parte lo prepara en dos
movimientos: primero una mirada cuidadosa a los tamafios de los
jacobianos, luego la razon por la que el camino més empinado hacia
abajo es exactamente el opuesto al gradiente.

D ENTR. O SAL.

SENTIR, PISAR, REPETIR
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APLANAR
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Jacobianos de una capa



El libro empieza con lo que llama una nota pedante sobre tamanos.
Tome la operacion basica de una capa de red: una tabla de pesos
multiplica un vector de entrada para dar un vector de salida, con d
entradas y o salidas. Vista como funcion de la entrada, su jacobiano es
simplemente la propia tabla de pesos, o filas por d columnas, lo que
tiene sentido: cada peso dice con qué fuerza una salida responde a
una entrada. Vista como funcién de los pesos, el panorama cambia,
porque ahora lo que se varia es en si una tabla. El «jacobiano» tiene
entonces tres direcciones: una para la salida, y dos para la filay la
columna del peso que se mueve, o por o por d. Siempre se puede
aplanar la tabla de pesos en un solo vector largo de o por d nameros, y
entonces el jacobiano es una tabla corriente de o filas y o por d
columnas.

El libro lo desarrolla en un recuadro. Cada salida es el producto punto
de una fila de pesos con la entrada, asi que mover un peso cambia solo
la salida de su propia fila, y a una tasa igual al valor de entrada que
ese peso multiplica. Probémoslo con dos salidas y tres entradas,
siendo la entrada uno, dos, tres. La primera salida responde a los tres
pesos de la primera fila con tasas uno, dos y tres, y no responde en
absoluto a los pesos de la segunda fila. La segunda salida responde a
los pesos de la segunda fila con las mismas tasas, uno, dos, tres, y no a
los de la primera. Asi que el jacobiano aplanado es una tabla de dos
filas por seis columnas: uno, dos, tres, luego tres ceros en la primera
fila; tres ceros, luego uno, dos, tres en la segunda. La mitad son ceros,
y el resto es la entrada copiada una y otra vez. Guardar una tabla asi
explicitamente, materializarla, desperdicia memoria en valores
repetidos, y el capitulo seis mostrara como evitarlo, porque en la
practica solo necesitamos la tabla aplicada a otro tensor.
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PRODUCTOS VECTOR-JACOBIANO

Sobre todo ceros y copias

Esa es la advertencia que hay que tener en mente. El libro escribira a
menudo los jacobianos como tablas simples para mantener limpia la
notacion, pero sus tamafios verdaderos se esconden en las formas de
las entradas y las salidas, tamafos de lote incluidos. Para un lote de
treinta y dos ejemplos con cien ntimeros cada uno, la entrada de una
capa ya contiene tres mil doscientos ntimeros, y un jacobiano de esa
entrada a una salida del mismo tamafo seria una tabla de tres mil
doscientos por tres mil doscientos, mas de diez millones de entradas,
para una capa y un lote. El capitulo seis evita esto con lo que llama
productos vector-jacobiano, y el libro remite a un tratamiento més
formal que ve los jacobianos como aplicaciones lineales abstractas.



Ahora al descenso de gradiente. Suponga que queremos la entrada
que hace una funcién de muchos niimeros tan pequeina como sea
posible, su minimo. Més adelante la entrada seran las perillas de un
modelo, los parametros, y la funciéon medira qué tan mal lo hace el
modelo con sus datos; para la aplicacion de fotos, cuantas imagenes
etiqueta mal. Minimizar no pierde nada frente a maximizar: hacer una
funcidén tan grande como sea posible es lo mismo que hacer su
negativo tan pequefio como sea posible, igual que poner una colina
boca abajo convierte su cima en el punto méas bajo de un valle. Solo
rara vez el mejor punto se puede escribir directamente con una
formula, como ocurrira con los minimos cuadrados en el capitulo
cuatro. Normalmente hay que buscar paso a paso: empezar desde una
suposicion al azar, y en cada paso moverse una cierta longitud en una
cierta direccion. La longitud se llama tamafo de paso o, en
aprendizaje automatico, tasa de aprendizaje. Una direccion se llama
direccion de descenso si algn paso a lo largo de ella baja la funcion.
Escoja una direccion de descenso cada vez, elija el tamafno de paso
con cuidado, y el procedimiento se acerca a un minimo, en un sentido
que la siguiente parte hace preciso.
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Paso a paso cuesta abajo

¢Qué direcciones van cuesta abajo? Exactamente aquellas cuya
derivada direccional es negativa, y por la parte anterior la derivada
direccional es el producto punto del gradiente con la direccion.
Escribiendo ese producto punto como la longitud del gradiente, por la
longitud de la direccion, por el coseno del angulo entre ellos, y
tomando direcciones de longitud uno, solo queda por elegir el coseno.
El coseno es negativo cuando el 4ngulo esté entre un cuarto de vuelta
y tres cuartos de vuelta, asi que todas esas direcciones llevan hacia
abajo. El coseno méas negativo, menos uno, se da a media vuelta,
apuntando exactamente en sentido opuesto al gradiente: esa es la
direccion de maximo descenso. Con el gradiente cuatro, tres de antes,
cuya longitud es cinco, dar un paso en la direcciéon opuesta, menos

ocho décimas, menos seis décimas, da una pendiente de menos cinco,



la mas empinada posible; dar un paso en angulo recto con él, a lo
largo de seis décimas, menos ocho décimas, da una pendiente de cero,
un camino a nivel por la ladera.

Vf= (4a3)1 va“ =95

ABAJO: C0OS < 0

(—0.8,—0.6) : pendiente —5

0 (0.6, —0.8) : pendiente 0

Opuesto al gradiente es lo mas empinado



Para recordar

Para una capa que multiplica una entrada por una tabla de
pesos, el jacobiano respecto a la entrada es la propia tabla de
pesos, mientras que respecto a los pesos tiene tres direcciones o,
aplanado, o filas por o por d columnas. Ese jacobiano de los
pesos es sobre todo ceros y copias de la entrada, y los tamafios
reales, lotes incluidos, hacen enormes los jacobianos explicitos,
lo que el capitulo seis evita con productos vector-jacobiano. El
descenso de gradiente busca un minimo paso a paso,
moviéndose un tamafo de paso, la tasa de aprendizaje, a lo largo
de una direccion de descenso, una cuya derivada direccional es
negativa. Las direcciones a mas de un cuarto de vuelta del
gradiente van cuesta abajo, y la direccion exactamente opuesta al
gradiente es la direccion de maximo descenso.

Preguntas

1. Para una capa en la que una tabla de pesos multiplica una
entrada, ¢cudl es el jacobiano respecto a la entrada?
a. La propia tabla de pesos
b. La entrada copiada o veces
c. Una tabla de ceros

d. Un tensor con tres direcciones

2. ¢Por qué el libro advierte contra materializar el jacobiano
respecto a los pesos?



a. Porque no se puede calcular de ninguna manera

b. Porque es sobre todo ceros y copias de la entrada,
desperdicia memoria, y los tamafios de lote reales lo hacen
enorme

c. Porque cambia cada vez que cambia la entrada

d. Porque es lo mismo que el gradiente

3. Una direccién forma un dngulo de un cuarto de vuelta, un
angulo recto, con el gradiente. ¢Qué pasa si da un paso a lo
largo de ella?

a. La funcién cae més rapido
b. La funcion sube mas rapido
c. A primer orden la funcién no cambia: el camino es a nivel

d. El tamano de paso se vuelve cero

4. ¢Por qué siempre podemos hablar de minimizar en lugar de
maximizar?
a. Porque toda funcion tiene un minimo pero no un maximo
b. Porque maximizar exige una formula cerrada
c. Porque los gradientes solo apuntan hacia abajo

d. Porque hacer una funcién tan grande como sea posible es lo
mismo que hacer su negativo tan pequefio como sea posible

Respuestas

1. a) Cada peso dice con qué fuerza una salida responde a una entrada, asi
que el jacobiano respecto a la entrada es exactamente la tabla de pesos, o

filas por d columnas.

2. b) Sus entradas son los valores de la entrada y ceros; con lotes su tamafio
explota, y el capitulo seis evita construirlo con productos vector-jacobiano.



3. ¢) El coseno de un angulo recto es cero, asi que la derivada direccional es
cero; solo los angulos mas alla de un cuarto de vuelta van cuesta abajo.

4. d) Poner una funcién boca abajo convierte sus cimas en puntos mas

bajos, asi que maximizar f es minimizar menos f.

Ejemplos resueltos

El tamafio de un jacobiano de pesos Una capa tiene 4 entradas y
3 salidas. ¢Cuantas entradas tiene su jacobiano respecto a la tabla de
pesos, y qué forma tiene cuando los pesos se aplanan?

La tabla de pesos tiene 3 filas por 4 columnas, 12 pesos.

Respecto a los pesos, el jacobiano tiene una direccién para las 3 salidas y
dos para los pesos de 3 por 4: 3 por 3 por 4.

Eso es 3 por 3 por 4, que son 36 entradas.

Aplanar los 12 pesos en un vector da una tabla de 3 filas por 12 columnas,

todavia 36 entradas, la mayoria ceros.

Respuesta: 36 entradas; aplanado, 3 filas por 12 columnas.

Ejercicios

1. El gradiente en su suposicién actual es seis, ocho. ¢Cual es la
direccion de méximo descenso de longitud uno, y qué pendiente da?
Pista: La longitud de seis, ocho es diez; apunte exactamente en sentido

contrario.

Respuesta: La direccidon es menos seis décimas, menos ocho décimas,
opuesta al gradiente. Su pendiente es el producto punto: menos tres coma
seis menos seis coma cuatro, que es menos diez, la longitud del gradiente
con signo menos.

2. Con el mismo gradiente seis, ocho, ¢es la direccidon cero, uno una
direccion de descenso?



Pista: Calcule el producto punto del gradiente con la direccién y mire su
signo.

Respuesta: No. El producto punto es ocho, que es positivo, asi que la
funcién sube a lo largo de esa direccidn; estd a menos de un cuarto de
vuelta del gradiente.

3. Con pesos en una tabla de 2 filas y la entrada uno, dos, tres, éa qué
tasa responde la segunda salida al peso de la fila dos, columna tres, y
al peso de la fila uno, columna tres?
Pista: Cada salida depende solo de su propia fila de pesos, a una tasa
igual al valor de entrada que el peso multiplica.
Respuesta: Al peso de la fila dos, columna tres responde a una tasa de
tres, el tercer valor de entrada. Al peso de la fila uno no responde en

absoluto: la tasa es cero.



Bajar la cuesta, y donde termina uno

Ejecutemos el plan de la ladera con niebla en el valle mas simple que
existe: la altura es el cuadrado de su posicion, y usted empieza en
diez. La pendiente ahi es el doble de la posicion, veinte, asi que da un
paso en contra, con un tamafio de paso de una décima: diez menos
una décima de veinte lo lleva a ocho. En ocho la pendiente es
dieciséis, y la misma regla lo lleva a seis coma cuatro; luego a cinco
coma uno dos, y asi sucesivamente. Cada paso conserva cuatro
quintos de la distancia al fondo, y usted se desliza hacia cero, el punto
mas bajo. Ese bucle simple, moverse contra el gradiente una y otra
vez, es el descenso de gradiente de maxima pendiente.
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1 bastante pequefio
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Descenso en x al cuadrado

En palabras, la regla es: la nueva suposicion es la suposicion anterior
menos el tamafio de paso por el gradiente en la suposicién anterior. El
libro no se detiene en como elegir el tamafio de paso; supone que es lo
bastante pequefio para que cada paso baje la funcion. También sefiala
que el descenso de gradiente es solo tan rapido como el método usado
para calcular el gradiente, y el capitulo seis presenta un método
general para eso. La pregunta de esta parte es distinta: ¢donde

termina la caminata?



Vf =0: estacionario

BOLA PEQUENA CIMA

MINIMO
LOCAL SILLA
f(—0.1) = —0.001

CUAL DEPENDE DEL INICIO

Lugares planos: minimo, cima, silla

El libro primero define sus objetivos con cuidado, sefialando que un
lector confiado puede saltar adelante. Un minimo local es un punto
cuyo valor no es mayor que los valores de todos los puntos cercanos,
dentro de alguna pequefia bola a su alrededor, como el fondo de un
hoyo en un paisaje con baches. En un punto asi la tangente es plana, y
a su alrededor el terreno sube. La planitud la captura un punto
estacionario: un punto donde el gradiente es cero, asi que no hay
pendiente en ninguna direcciéon. Pero un lugar plano no siempre es un
fondo. Puede ser una cima, que es simplemente el fondo de la funcion
boca abajo, o un punto de silla, donde la curva cambia su manera de
curvarse. La figura del libro muestra un punto asi; un caso simple es
el cubo de x en cero, donde la pendiente es cero pero la curva sigue
bajando hacia la izquierda, con menos una milésima en menos una



décima. En general, sin suposiciones sobre la funciéon, lo mas que se
puede demostrar es que el descenso de gradiente llega a algin punto
estacionario, y cual depende de donde empezo.

¢Podemos hacerlo mejor? Imagine una parabola en forma de cuenco:
no tiene puntos de silla y solo un minimo, y ese minimo es el valor
mas bajo sobre todo el rango de entradas, llamado minimo global. En
una parabola, desde cualquier punto de partida, todo gradiente
apunta de vuelta hacia ese fondo, asi que el descenso de gradiente
siempre lo encuentra, como lo hizo nuestra caminata desde diez. La
propiedad que generaliza la parabola se llama convexidad. Una
funcidn es convexa si, siempre que elija dos puntos y tienda una
cuerda recta entre sus valores en la grafica, la grafica entre ellos
nunca sube por encima de la cuerda. Compruébelo en el cuadrado:
tome los puntos menos uno y tres, cuyos valores son uno y nueve; a
medio camino, en uno, la cuerda est4 en el promedio, cinco, mientras
que la grafica esta solo en uno, por debajo de la cuerda. Ahora pruebe
un paisaje con dos valles, la cuarta potencia menos dos veces el
cuadrado: sus dos fondos estan en menos uno y més uno, ambos con
valor menos uno, y a medio camino, en cero, la grafica esta en cero,
por encima de la cuerda en menos uno, asi que esta funcion no es

convexa.
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Convexa o no: la prueba de la cuerda

La convexidad separa los problemas de optimizacion en faciles y
dificiles. Para una funcién no convexa, el descenso de gradiente llega
a un punto estacionario y nada méas se puede decir sin mirar derivadas
de derivadas. Para una funcién convexa, llega a un minimo global sea
cual sea el punto de partida. Y si la cuerda esta siempre estrictamente
por encima de la gréfica, lo que se llama convexidad estricta, ese
minimo global es el tinico. Hallar el minimo global de una funcién no
convexa solo con descenso de gradiente significaria reiniciar desde
cada punto de partida posible, sin fin, lo que coloca la tarea entre los
problemas maés dificiles que conoce la informética, llamados NP-
dificiles.



Esto tiene un peso historico real. El capitulo cinco mostrara que toda
red no trivial es no convexa, asi que su entrenamiento puede tener
muchos puntos estacionarios. Métodos mas antiguos de aprendizaje
supervisado, como las maquinas de vectores de soporte, conservaban
un comportamiento no lineal y aun asi disfrutaban de un problema
convexo, y durante afios eso pareci6 una ventaja decisiva. Sin
embargo, las redes detras de su aplicacion de fotos y su asistente de
chat son no convexas, y funcionan. Curiosamente, observa el libro,
cuando esos modelos se inician desde una suposicién inicial
razonable, su entrenamiento tiende a asentarse en puntos que
funcionan bien en la practica.

Para recordar

El descenso de gradiente repite una regla: la nueva suposicion es
la anterior menos el tamano de paso por el gradiente; en el
cuadrado, desde diez con paso una décima, va a ocho, luego seis
coma cuatro, luego cinco coma uno dos. Un minimo local es el
mas bajo dentro de un pequeiio entorno; un punto estacionario
tiene gradiente cero y puede ser un minimo, un maximo o un
punto de silla, y en general el descenso de gradiente solo llega a
algiin punto estacionario. Un minimo global es el mas bajo en
todas partes; para una funcién convexa, cuya grafica nunca sube
por encima de la cuerda entre dos de sus puntos, el descenso de
gradiente lo alcanza desde cualquier inicio, y la convexidad
estricta lo hace tinico. Las redes son no convexas, a diferencia de
las maquinas de vectores de soporte, pero desde un inicio
razonable su entrenamiento llega a puntos que funcionan bien.




Preguntas

1. Para una funcién convexa, ¢donde termina el descenso de
gradiente, con un paso lo bastante pequefio?

a. En un minimo global, sea cual sea el punto de partida
b. En el punto de silla méas cercano
c. En un punto distinto para cada inicio, sin garantia

d. Solo en un maximo

2. ¢Por qué llegar a un punto estacionario no es lo mismo que
llegar a un minimo?

a. Porque los puntos estacionarios siempre tienen un gradiente
grande

b. Porque un punto plano también puede ser una cima o un
punto de silla

c. Porque los puntos estacionarios solo existen en funciones
convexas

d. Porque un minimo debe tener pendiente negativa

3. A medio camino entre los puntos menos uno y méas uno, la
funcion con dos valles vale cero, mientras que la cuerda entre
sus valores esta en menos uno. ¢Qué muestra esto?

a. La funcion es convexa
b. La funcion tiene un tinico minimo global

c. La funcion no es convexa, ya que su grafica sube por encima
de la cuerda

d. La funcién no tiene puntos estacionarios



4. éPor qué importa historicamente que las redes sean no
convexas?
a. Porque hace imposible entrenarlas
b. Porque significa que sus gradientes siempre son cero
c. Porque los métodos convexos siempre son mas lentos

d. Porque métodos mas antiguos como las maquinas de
vectores de soporte conservaban un problema convexo, y aun

asi las redes se entrenan bien desde un inicio razonable

Respuestas

1. a) En una funcién convexa todo camino cuesta abajo lleva al minimo
global, como en una parabola en forma de cuenco.

2. b) Un gradiente cero significa un lugar plano, que puede ser un minimo,

un maximo o un punto de silla como el cubo en cero.

3. ¢) Una grafica convexa nunca sube por encima de la cuerda entre dos de
sus puntos; aqui lo hace, asi que la funcién no es convexa.

4. d) La no convexidad significa muchos puntos estacionarios, una supuesta
debilidad frente a los métodos convexos, pero las redes iniciadas
razonablemente llegan a puntos que funcionan bien.

Ejemplos resueltos

Tres pasos de descenso de gradiente Minimice el cuadrado de x
con descenso de gradiente, empezando en cinco, con un tamafo de
paso de un cuarto. {Donde esta después de tres pasos?

El gradiente del cuadrado es dos veces x, asi que cada paso resta un
cuarto de dos veces x, que es la mitad de x.

Paso uno: de cinco, reste dos y medio, llegando a dos y medio.

Paso dos: de dos y medio, reste uno y cuarto, llegando a uno y cuarto.



Paso tres: reste cinco octavos, llegando a cinco octavos, reduciendo a la
mitad la distancia al fondo cada vez.

Respuesta: Cinco octavos, acercandose al minimo global en cero.

Ejercicios

1. Halle el punto estacionario de la funcién x al cuadrado menos
cuatro x, y diga si es un minimo global.
Pista: Iguale la pendiente, dos x menos cuatro, a cero; la funcién es una
paréabola en forma de cuenco.
Respuesta: La pendiente dos x menos cuatro es cero en x igual a dos,
donde el valor es cuatro menos ocho, menos cuatro. La funcién es una
parabola convexa, asi que este punto estacionario es su inico minimo
global.

2. Compruebe la condicion de convexidad para el cuadrado entre los
puntos cero y cuatro, en el punto a un cuarto del camino desde cuatro
hacia cero, es decir en tres.
Pista: Compare el valor de la grafica en tres con el valor de la cuerda ahi,
que es un cuarto del valor en cero mas tres cuartos del valor en cuatro.
Respuesta: La grafica en tres es nueve. La cuerda ahi es un cuarto de
cero mas tres cuartos de dieciséis, que es doce. Nueve esta por debajo de

doce, como exige la convexidad.

3. Ejecute el descenso de gradiente en el cuadrado desde cinco con un
tamafo de paso de uno. ¢Qué pasa, y qué sugiere sobre el tamafio de
paso?

Pista: Cada paso resta uno por dos veces X.

Respuesta: Cada paso lleva x a x menos dos x, es decir menos x: cinco,

menos cinco, cinco, y asi sucesivamente, sin acercarse nunca a cero. El



paso es demasiado grande; el libro supone un tamano de paso lo bastante
pequeiio para que cada paso baje la funcion.



Una bola que recuerda

Deje rodar una canica por un canalon largo y estrecho, ligeramente
inclinado a lo largo. No se desliza recta por el medio; rebota de una
pared lateral a la otra, mientras avanza despacio por el canalon. Ahora
deje rodar una bola pesada por el mismo canaldén. Su peso la lleva
hacia adelante: los bandazos de lado a lado se cancelan en parte, y el
tiron constante cuesta abajo se acumula, asi que baja mucho mas
rapido. Esa diferencia es la idea detras del momento.

CUESTA ABAJO =

GRADIENTES
5 RUIDOSOS

DESCENSO SIMPLE

~ ~—— ~—— ~—— 9

MOMENTO

Canica y bola pesada en un canalén



El gradiente negativo da el camino méas empinado hacia abajo, pero
solo en un entorno diminuto del punto actual. El descenso de
gradiente simple se comporta como la canica ligera, un camino
erratico, porque cada nuevo gradiente puede apuntar a un lugar
bastante distinto; el libro sefiala que, con un paso perfectamente
elegido en una funcion convexa, dos gradientes sucesivos estan
incluso en angulo recto entre si. El capitulo cinco mostrara que en los
modelos grandes estas direcciones son ademas muy ruidosas. Cuando
se entrena un asistente de chat, el gradiente de cada paso viene de un
pequeno pufiado de ejemplos, asi que tiembla mucho de un paso al
siguiente. Muchas técnicas intentan acelerar las cosas eligiendo
mejores direcciones, y el libro prefiere las que no necesitan derivadas
de derivadas, como la tabla llamada hessiano, ni evaluaciones extra de
la funcion, ya que ambas cosas son caras.

El momento es una de esas técnicas. En lugar de moverse con el paso
simple cuesta abajo, cada movimiento es el paso simple cuesta abajo
mas una fraccion del movimiento anterior. La fraccion, un niimero
entre cero y uno, es el coeficiente de momento, y el primerisimo
movimiento anterior se toma como cero. Aqui va un pequeno calculo
con una perilla, un tamano de paso de una décima, un gradiente que
se mantiene en uno y un coeficiente de un medio. El primer
movimiento es menos una décima. El segundo es menos una décima
mas la mitad de menos una décima, menos quince centésimas. El
tercero es menos una décima mas la mitad de eso, menos ciento
setenta y cinco milésimas, y los movimientos siguen creciendo hacia
menos dos décimas, el doble del paso simple, porque una direccion
constante sigue acumuldndose. Cuando en cambio el gradiente va 'y
viene, la parte recordada trabaja contra la nueva y el bandazo se
encoge.



movimiento = —y V f + £ - movimiento anterior

B8 € (0,1), primer movimiento anterior = 0
n=01, Vf=1, =05
LIMITE 0.2 = 2 x PASO

OSCILA:
MENOS BANDAZO

0.1 015 0475 0.1875

Movimientos que se acumulan

Desenrollar la regla muestra como se desvanece la memoria. El
gradiente més nuevo cuenta por completo; el anterior se escala por el
coeficiente; el anterior a ese por el coeficiente al cuadrado, y asi
sucesivamente, de modo que un gradiente de n pasos atras se escala
por el coeficiente elevado a n menos uno. Con el coeficiente tres
décimas, usado en la figura del libro, el gradiente de dos pasos atras
cuenta tres décimas y el de tres pasos atras solo nueve centésimas. La
figura compara el descenso de gradiente simple y el descenso de
gradiente con momento en una curva ondulada, x-sin(2x), empezando
justo pasado el uno, y el camino con momento es el mas suave de los
dos. En efecto se puede demostrar que el momento acelera el
entrenamiento al suavizar el camino.
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Memoria que se desvanece, Adam y su coste

Otro truco comun da a cada parametro su propio tamano de paso,
adaptado a lo grandes que han sido sus gradientes. Un método
popular llamado Adam combina varias de estas ideas, y se valora por
ser bastante insensible a sus propios ajustes, los hiperparametros, es
decir nimeros elegidos por el usuario en lugar de aprendidos por
descenso de gradiente; los valores por defecto de la biblioteca son un
buen comienzo en la mayoria de los casos. Adam y sus variantes,
como AdamW, siguen siendo la elecciéon estandar en aprendizaje
profundo, y disenar un optimizador que claramente los supere sigue
siendo un problema de investigacion abierto.

El precio de la aceleracion es la memoria. El momento debe guardar el

movimiento anterior, un namero extra por cada parametro, lo que



duplica la memoria que el propio optimizador necesita: para un
modelo con mil millones de pardmetros, mil millones de nimeros
maés. En la mayoria de los casos, sin embargo, afiade el libro, la
memoria necesaria para calcular el gradiente importa mucho mas,
como mostrara el capitulo seis.

Para recordar

El gradiente negativo es la mejor direccion solo muy localmente,
y en los modelos grandes es ruidoso, asi que el descenso de
gradiente simple sigue un camino erratico. El momento anade a
cada paso una fraccidon del movimiento anterior, empezando
desde cero, asi que las direcciones constantes se acumulan y los
bandazos de ida y vuelta se cancelan; los gradientes viejos se
desvanecen por potencias del coeficiente. Con paso una décima,
un gradiente constante de uno y un coeficiente de un medio, los
movimientos crecen de una décima hacia dos décimas. Adam
combina ideas tipo momento con tamainos de paso por
parametro, es robusto a sus hiperparametros y es el optimizador
por defecto, con AdamW entre sus variantes. El momento
guarda el movimiento anterior de cada parametro, duplicando la
memoria del optimizador, aunque calcular el gradiente suele
necesitar mas.

Preguntas

1. {Qué anade el momento a cada paso del descenso de gradiente?



a. Una fraccién del movimiento anterior
b. Un segundo gradiente calculado en un punto al azar
c. La derivada del gradiente, el hessiano

d. Una cantidad fija en la direccion del primer paso

2. ¢Por qué el momento reduce el bamboleo del descenso de
gradiente simple?
a. Porque usa un tamafio de paso mayor
b. Porque ignora el gradiente después del primer paso

c. Porque cuando el gradiente va y viene, el movimiento
recordado trabaja contra el nuevo

d. Porque calcula el gradiente con mas ejemplos

3. Con un coeficiente de momento de tres décimas, ¢cuinto cuenta
el gradiente de tres pasos atras?
a. Tres décimas
b. Nada en absoluto
c¢. Nueve décimas

d. Nueve centésimas

4. ¢Cudl es el coste en memoria del momento?

a. Guarda el movimiento anterior de cada parametro,
duplicando la memoria del optimizador

b. No necesita memoria alguna

c. Guarda todos los gradientes desde el inicio del
entrenamiento

d. Guarda la tabla del hessiano

Respuestas



1. a) Cada movimiento es el paso simple cuesta abajo mas el coeficiente de
momento por el movimiento anterior, empezando desde un movimiento

anterior de cero.

2. ¢) Las direcciones constantes se acumulan, mientras que las alternantes
se cancelan en parte contra la parte recordada, suavizando el camino.

3. d) Un gradiente de n pasos atras se escala por el coeficiente elevado a n
menos uno; para tres pasos atras eso es tres décimas al cuadrado, nueve
centésimas.

4. a) Conservar un movimiento anterior por parametro duplica lo que
necesita el optimizador, aunque calcular el gradiente suele necesitar atin
mas memoria.

Ejemplos resueltos

El momento contra un gradiente que oscila Una perilla,
tamafo de paso una décima, coeficiente de momento un medio. El
gradiente es uno, luego menos uno, luego uno. Calcule los tres
movimientos y comparelos con el descenso de gradiente simple.
El primer movimiento es menos una décima por uno, que es menos una
décima, ya que el movimiento anterior es cero.
El segundo movimiento es menos una décima por menos uno, mas una
décima, mas la mitad de menos una décima: una décima menos cinco
centésimas, que es mas cinco centésimas.
El tercer movimiento es menos una décima mas la mitad de cinco
centésimas: menos setenta y cinco milésimas.
El descenso de gradiente simple se moveria menos una décima, més una
décima, menos una décima; con momento los movimientos de ida y
vuelta son mas pequenos.
Respuesta: Movimientos de menos una décima, mas cinco centésimas y
menos setenta y cinco milésimas: el bandazo se encoge.



Ejercicios

1. Con un tamafio de paso de una décima, un gradiente constante de
uno y un coeficiente de momento de nueve décimas, éa qué tamaio se
acercan los movimientos?
Pista: Los movimientos dejan de crecer cuando un movimiento es igual a
una décima méas nueve décimas de si mismo.
Respuesta: Uno: si un movimiento de tamafio m cumple que m es igual
a una décima mas nueve décimas de m, entonces una décima de m es

igual a una décima, asi que m es uno. Los movimientos se acercan a diez
veces el paso simple.

2. Un modelo tiene siete mil millones de parametros. ¢Cuantos
numeros extra tiene que guardar el momento?

Pista: Un movimiento anterior por parametro.

Respuesta: Siete mil millones: un movimiento recordado por cada
parametro, duplicando la memoria del optimizador, aunque calcular el
gradiente suele ocupar atin mas memoria.

3. Explique con sus propias palabras por qué el libro prefiere métodos
de aceleracion sin segundas derivadas ni llamadas extra a la funcion.

Pista: Piense en el tamaio de una tabla de segundas derivadas para un
modelo con millones de parametros.

Respuesta: Para un modelo con millones de pardmetros, una tabla de
segundas derivadas tendria millones por millones de entradas, y cada
evaluaci6n extra de la funcién cuesta una pasada completa por los datos.
Métodos como el momento mejoran la direcciéon usando solo gradientes
ya calculados.



Del papel al cédigo

Leer sobre una bicicleta nunca ensefi6 a nadie a montarla. El libro lo
sabe, y al final del capitulo le entrega no una lista de ejercicios de
manual sino un breve camino de autoaprendizaje a través de dos
herramientas de programacion reales, JAX y PyTorch, para seguirlo
junto con la lectura. Las soluciones se publicaran en el sitio web del
libro, y el libro advierte que muchos de sus enlaces web pueden
haberse movido o caducado cuando usted los busque.
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NumPy, luego JAX y PyTorch



El camino empieza con NumPy, la biblioteca clasica para trabajar con
matrices multidimensionales, los tensores de este libro, y para
indexar y transformar su contenido. El libro sugiere leer la guia de
inicio rapido de NumPy hasta que manejar matrices se sienta natural,
sobre todo rebanarlas, y practicar con una conocida coleccion, de
ritmo pausado, de cien ejercicios de NumPy.

NumPy, con toda su influencia, tiene dos limites. Por si solo
aprovecha poco el hardware paralelo como los chips graficos, y no
puede calcular gradientes automaticamente, el tema del capitulo seis.
JAX copia la manera de escribir de NumPy y afiade amplio soporte de
hardware, gradientes automaticos y transformaciones extra, como
una que toma una funcién escrita para un solo ejemplo y la ejecuta
sobre un lote entero, llamada mapa vectorizado. PyTorch también
esta construido alrededor de un nucleo parecido a NumPy, con
pequeiias diferencias de nombres y comportamiento, méas
herramientas de nivel superior para construir modelos diferenciables.
El libro sugiere hojear como crea matrices cada biblioteca, para ver
cuanto comparten con NumPy, e ignorar por ahora las partes de nivel
superior para construir modelos; el capitulo seis explica como estan
disefiados estos frameworks. El asistente de chat y la aplicacion de
fotos que usted usa fueron muy probablemente entrenados con
exactamente estas herramientas.

Luego viene el ejercicio real, que hay que hacer tres veces, una en
NumPy, una en JAX y una en PyTorch, cada una cuestiéon de minutos
una vez que la sintaxis es familiar. La funcion a explorar toma dos
nimeros, cada uno entre cero y diez, y devuelve el seno del primero
por el coseno del segundo, més el seno de la mitad del primero por el
coseno de la mitad del segundo. Es un paisaje ondulado con varias
colinas y hoyos. El libro afade una nota al pie notable: esta funcién se



genero6 pidiéndole a ChatGPT una funcion bonita con varios minimos
y maximos, y nada mas en el libro fue generado por un modelo de
lenguaje, una aclaracién que el autor siente que se esta volviendo
importante hacer.

f(z1,29) = sinx; cos zy + sin - cos

Vf = (15, 0)

Una funcién ondulada y su pendiente

En la esquina de partida, ambas entradas cero, todos los senos son
cero y la funcion es cero. Su pendiente a lo largo de la primera entrada
ahi es el coseno de cero por el coseno de cero, uno, mas un medio por
el mismo tipo de producto, un medio: uno y medio en total. A lo largo
de la segunda entrada la pendiente involucra senos de cero, asi que es
cero. El gradiente en la esquina es por tanto uno y medio, cero, y el
descenso de gradiente daria un paso desde ahi en la direccion
opuesta, hacia donde la funcién baja.



Los cuatro pasos del ejercicio son estos. Primero, escriba la funcion de
modo que tome una tabla entera de n puntos, uno por fila, y devuelva
n valores a la vez, lo que se llama vectorizada. Segundo, escriba a
mano una segunda funciéon que devuelva su gradiente, ya que la
diferenciacién automatica atin no se ha presentado. Tercero, ejecute el
descenso de gradiente desde varios puntos de partida y dibuje los
caminos que sigue cada uno sobre el paisaje; en JAX o PyTorch, el
mapa vectorizado es una buena herramienta para probar aqui. Cuarto,
anada un término de momento y grafique la longitud del gradiente a
medida que pasan los pasos: deberia encogerse hacia cero conforme la
caminata se acerca a un punto estacionario.

Pruébelo

Incluso sin programar, puede probar el espiritu del ejercicio con
una hoja de calculo. Ponga las dos entradas en dos celdas, calcule
la funcion en una tercera, y las dos pendientes en otras dos
celdas. Luego haga que cada fila nueva sea igual a las entradas
anteriores menos una décima por las pendientes, copie la fila
hacia abajo unas cuantas docenas de veces, y vea como el valor
baja y las pendientes se encogen hacia cero.




Para recordar

El capitulo termina con un camino de autoaprendizaje en lugar
de ejercicios clasicos, con soluciones previstas en el sitio web del
libro. Empieza con las matrices y la indexacion de NumPy, luego
pasa a JAX, que afnade soporte de hardware, gradientes
automaticos y el mapa vectorizado, y a PyTorch, que afiade
herramientas para construir modelos. El ejercicio usa una
funcion ondulada de dos entradas, generada con ChatGPT, la
unica salida de un modelo de lenguaje en el libro. En cada
biblioteca: calcular la funcién en muchos puntos a la vez,
programar su gradiente a mano, dibujar caminos de descenso de
gradiente desde varios inicios, luego afiadir momento y ver como
la longitud del gradiente se encoge a cero.

Preguntas

1. ¢Qué anade JAX a la manera de NumPy de trabajar con
matrices?

a. Amplio soporte de hardware, gradientes automaticos y
transformaciones como el mapa vectorizado

b. Una nueva forma de escribir matrices que no tiene nada en
comdn con NumPy

c. Solo una impresion mas rapida de los resultados

d. Construccién de modelos de alto nivel, pero sin gradientes



2. En el gjercicio, épor qué hay que escribir el gradiente a mano
por ahora?

a. Porque la funcion no tiene gradiente

b. Porque los gradientes escritos a mano siempre son mas
rapidos

c. Porque la diferenciacion automatica ain no se ha
presentado; llega en el capitulo seis

d. Porque NumPy prohibe los gradientes automaticos

3. ¢Qué deberia pasar con la longitud del gradiente cuando el
descenso de gradiente con momento corre sobre la funcion del
ejercicio?

a. Deberia crecer de forma constante
b. Deberia mantenerse constante
c. Deberia saltar entre cero y uno

d. Deberia encogerse hacia cero conforme la caminata se acerca
a un punto estacionario

4. éQué significa escribir la funcion de forma vectorizada?
a. Dibujarla como flechas

b. Hacer que tome una tabla entera de puntos, uno por fila, y
devuelva todos sus valores a la vez

c. Guardarla como un solo vector largo

d. Calcular solo su gradiente

Respuestas

1. a) JAX copia la interfaz de NumPy y afiade soporte de hardware, calculo
automatico de gradientes y transformaciones extra como el mapa
vectorizado.



2, ¢) El gjercicio viene antes de la diferenciacion automaética, asi que las
funciones de pendiente se escriben a mano.

3. d) En un punto estacionario el gradiente es cero, asi que su longitud cae
hacia cero a medida que la caminata se asienta.

4. b) Una funcion vectorizada toma n puntos a la vez y devuelve n valores,
en lugar de manejar un punto a la vez.

Ejemplos resueltos

Un paso en el paisaje del ejercicio En el punto donde la primera
entrada es pi, unos tres coma uno cuatro, y la segunda es cero, la
funcidn es cero mas uno, que es uno, y su gradiente es menos uno,
cero. Dé un paso de descenso de gradiente con tamafio de paso una
décima y compruebe que la funcién baja.
El descenso de gradiente resta el tamafio de paso por el gradiente: la
primera entrada pasa a ser pi menos una décima por menos uno, pi mas
una décima, unos tres coma dos cuatro.
La segunda entrada se queda en cero, ya que su pendiente es cero.

En el nuevo punto el primer término es el seno de unos tres coma dos
cuatro, aproximadamente menos una décima, y el segundo término es el
seno de unos uno coma seis dos, aproximadamente cero coma nueve
nueve nueve.

El nuevo valor es de unos cero coma nueve, més bajo que el valor inicial
de uno, como debe ser en un paso de descenso.

Respuesta: El paso lleva a unos tres coma dos cuatro, cero, y el valor

baja de uno a unos cero coma nueve.

Ejercicios

1. Evalte la funcion del ejercicio en la esquina de partida, ambas
entradas cero, y dé su gradiente ahi.



Pista: Todo seno de cero es cero y todo coseno de cero es uno.

Respuesta: La funcion es cero, ya que ambos términos contienen el seno
de cero. La pendiente a lo largo de la primera entrada es uno mas un
medio, uno y medio; a lo largo de la segunda es cero. El gradiente es uno y
medio, cero.

2. ¢Por qué el libro pide el mismo ejercicio en tres bibliotecas
distintas?
Pista: Piense en qué cambia y qué se mantiene igual entre NumPy, JAX y
PyTorch.
Respuesta: Las tres bibliotecas comparten un nucleo parecido a NumPy,
asi que repetir un ejercicio corto en cada una le da fluidez en todas y

muestra lo poco que difieren entre si, a la vez que revela lo que ahaden
JAX y PyTorch.

3. Describa como seguiria el descenso de gradiente en una hoja de
calculo para esta funcion.
Pista: Cada fila nueva se calcula a partir de la anterior.
Respuesta: Ponga las dos entradas en una fila con la funcion y sus dos
pendientes escritas a mano. Haga que las entradas de cada fila siguiente
sean iguales a las entradas anteriores menos una décima por las
pendientes, recalcule el valor y las pendientes, y copie la fila hacia abajo;

el valor deberia bajar y las pendientes encogerse hacia cero.



Qué hace bueno a un montén de
ejemplos

Suponga que quiere una aplicacion que diga el modelo de un coche a
partir de una foto. Escribir las reglas a mano no tiene esperanza:
nadie puede describir en c6digo cada curva de cada coche desde cada
angulo. Pero reunir ejemplos es ficil: recorra las calles con una
camara y escriba el modelo debajo de cada imagen. Esta es la
situacion de la que parte todo el aprendizaje supervisado, y el capitulo
tres, breve pero descrito por el libro como la columna vertebral de lo
que sigue, la hace precisa. Cubre los conjuntos de datos, las funciones
de pérdida, qué significa minimizar el error promedio en los ejemplos,
las suposiciones detras de todo ello y, por tltimo, una version en el
lenguaje de la probabilidad construida sobre la maxima verosimilitud.
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N PARES

Un conjunto de datos de pares

Un conjunto de datos supervisado es simplemente una coleccion de n
pares, cada par una entrada junto con la salida que queremos para
ella: una foto y el modelo de coche que aparece en ella. Estos
problemas estan en todas partes, desde convertir el habla en texto
hasta dirigir un robot. La aplicacion de fotos de su teléfono se entren6
exactamente con una coleccion asi: millones de imagenes, cada una
emparejada con una descripcion de lo que contiene. La definicion
viene con una suposicién extra que suena técnica: cada par se extrae
de forma independiente de la misma distribuciéon de probabilidad
desconocida, y esa distribucién nunca se puede conocer con exactitud.
Esto se llama la suposicion i.i.d., abreviatura de independientes e

idénticamente distribuidos.



Idénticamente distribuidos significa que lo que intentamos imitar se
mantiene estable en el tiempo. Para la aplicacion de coches, fotos
reunidas a lo largo de unas semanas cumplen esto. Fotos reunidas a lo
largo de las tltimas décadas no, porque los coches en la carretera han
cambiado: un modelo entrenado con ellas no reconoceria los modelos
nuevos, o rendiria peor de lo que deberia.

IDENTICOS INDEPENDIENTES

SEMANAS v CALLE
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Estable en el tiempo, justo en la muestra

Independientes significa que la coleccidon no tiene sesgo y representa
con justicia todo el abanico de casos. Si tomara todas sus fotos frente
a un concesionario de Tesla, tendria demasiados Tesla y demasiado
pocos coches de otras marcas. Que la suposicion se cumpla también
depende de donde se usa el modelo. Una coleccion de coches reunida
en Italia puede servir perfectamente en Roma o Milan, y mal en Tokio



o Taiwan, donde las calles se llenan de coches distintos. Asi que la
suposicion debe comprobarse siempre antes de confiar en las
herramientas del aprendizaje supervisado. El libro afiade que los
grandes modelos de lenguaje de hoy se entrenan con colecciones tan
vastas y variadas que se vuelve dificil decir qué tareas estan dentro de
su distribucion de entrenamiento y cuéles fuera, y hasta donde
generalizan de verdad.

CAMBIO DE
DOMINIO N\

MODELO
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Un recomendador se alimenta a si mismo

Esta comprobacion no se hace una vez y se olvida, como insiste un
recuadro del libro; tiene que continuar durante toda la vida de un
modelo. Si nadie vigila, la mezcla de coches en la carretera cambia
lentamente y la aplicacion de coches empeora en silencio, un
problema llamado cambio de dominio. Un caso més sutil es un



sistema de recomendacion, la parte de una aplicacioén que sugiere qué
ver o comprar. Una vez que empieza a sugerir, la gente reacciona a sus
sugerencias, asi que los datos de los que aprende después estan en
parte moldeados por sus propias elecciones anteriores. Eso es un
bucle de retroalimentacion, y obliga a comprobar constantemente qué
tan bien funcionan el sistema y la aplicacion.

La figura de apertura del capitulo anticipa algo notable. Un modelo
diferenciable transforma su entrada paso a paso con operaciones de
algebra lineal. Después del entrenamiento, las versiones intermedias
de los datos dentro de un modelo asi, en lo que entonces se llama un
modelo preentrenado, suelen tener una geometria ttil: imagenes con
significado parecido terminan como puntos cercanos entre si en este
espacio oculto, o latente. Las imagenes en bruto no tienen una nocion
sensata de distancia; dos fotos del mismo perro, tomadas a un paso de
distancia, pueden diferir en casi todos los pixeles. Llevar los datos de
un espacio asi a un espacio con distancias significativas, un espacio
métrico, se llama hacer un embedding de los datos. Midamoslo en un
ejemplo de juguete: si una foto de perro cae en el punto uno, dosy
otra en uno coma uno, dos coma dos, mientras que una foto de coche
cae en cuatro, seis, entonces los dos perros estan a unas dos décimas
de distancia y el coche a unos cinco.



ESPACIO LATENTE
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Para recordar

Un conjunto de datos supervisado es una coleccion de pares
entrada-salida que muestran el comportamiento que queremos,
usado cuando reunir ejemplos es facil pero escribir las reglas no.
Se supone que los pares se extraen de forma independiente de
una Unica distribuciéon desconocida e inmutable, la suposicion
i.i.d.. Idénticamente distribuidos significa que el objetivo se
mantiene estable en el tiempo; independientes significa que la
coleccion no tiene sesgo y es representativa, lo que también
depende de donde se usara el modelo. La suposicion debe
vigilarse durante toda la vida de un modelo, por el cambio de
dominio y por bucles de retroalimentaciéon como un
recomendador que reacciona a sus propios efectos. Los modelos
entrenados suelen hacer un embedding de los datos en un
espacio latente donde los significados parecidos quedan cerca,
un espacio con distancias significativas.

Preguntas

1. Un conjunto de datos de reconocimiento de coches se construye
con fotos tomadas durante los altimos cuarenta afios. ¢Qué
parte de la suposicion i.i.d. rompe?

a. Idénticamente distribuidos: los coches en la carretera
cambiaron con el tiempo
b. Independientes: las fotos estan demasiado alejadas

c. Ninguna: las fotos antiguas siempre son mejores



d. Ambas, porque las fotos no pueden ser independientes

2. Todas las fotos se toman frente a un concesionario de Tesla.
¢Qué tiene de malo el conjunto de datos?

a. Cambia demasiado rapido con el tiempo

b. Esta sesgado y no es representativo, rompiendo la suposicién
de independencia

c¢. Contiene demasiadas marcas de coche distintas

d. Es demasiado pequefio para hacer un embedding

3. ¢Por qué hay que comprobar la suposicidn i.i.d. durante toda la
vida de un modelo?
a. Porque los conjuntos de datos crecen automaticamente
b. Porque el modelo olvida su entrenamiento

c. Porque los datos pueden derivar, como en el cambio de
dominio, o ser remodelados por el propio sistema, como en
los bucles de retroalimentacion

d. Porque la suposicion solo se necesita después del
entrenamiento

4. ¢Qué es hacer un embedding de los datos?
a. Guardar los datos dentro de los pesos de un modelo
b. Comprimir una foto en menos pixeles
c. Anadir etiquetas a ejemplos en bruto

d. Llevar los datos a un espacio con distancias significativas,
donde los elementos parecidos quedan cerca

Respuestas



1. a) Idénticamente distribuidos significa que el objetivo se mantiene
estable en el tiempo; décadas de modelos de coche cambiantes lo violan, asi

que el modelo fallaria con los coches nuevos.

2. b) El muestreo independiente significa que no hay sesgo en la
recoleccion; un concesionario da demasiados Tesla y demasiado pocos
coches de otras marcas.

3. ¢) Los cambios lentos en el mundo degradan el rendimiento, y sistemas
como los recomendadores influyen en los datos de los que aprenden
después.

4. d) Las imagenes en bruto no tienen una distancia sensata; el embedding
las lleva a un espacio métrico donde los elementos semanticamente
parecidos estan cerca unos de otros.

Ejemplos resueltos

Distancias en un embedding En un espacio latente, una foto de
perro cae en el punto uno, dos, otra foto de perro en uno coma uno,
dos coma dos, y una foto de coche en cuatro, seis. ¢Qué fotos estan
cerca?

Entre los dos perros, las diferencias son una décima y dos décimas.

Sus cuadrados son una centésima y cuatro centésimas, que suman cinco

centésimas, y la raiz cuadrada es de unas dos décimas.

Entre el primer perro y el coche, las diferencias son tres y cuatro, con

cuadrados nueve y dieciséis, que suman veinticinco.

La raiz cuadrada de veinticinco es cinco, asi que el coche esta lejos de los

perros, mientras que los perros estan cerca entre si.

Respuesta: Los dos perros estan a unas dos décimas de distancia; el
coche esta a cinco del primer perro.

Ejercicios



1. Un conjunto de datos de coches reunido en Italia se usa para una
aplicacion en Milan y otra en Tokio. ¢Se cumplira la suposicion i.i.d.
en cada caso? Explique.

Pista: Pregtntese si los coches que se ven en uso se parecen a los coches
de la coleccion.

Respuesta: En Milan plausiblemente se cumple, ya que los coches en la
carretera se parecen a los de la coleccion italiana. En Tokio puede fallar,
porque la mezcla de marcas y modelos es distinta, asi que la colecciéon no
es representativa de lo que veré la aplicacion.

2. Explique con sus propias palabras como un sistema de
recomendacion puede crear un bucle de retroalimentacion.
Pista: ¢De donde vienen los datos de los que aprende después?

Respuesta: Una vez que el recomendador sugiere elementos, la gente
hace clic en parte por esas sugerencias, asi que los siguientes datos de los
que aprende reflejan sus propias elecciones anteriores y no los gustos
independientes de la gente. Por eso su rendimiento y el de la aplicacion
deben comprobarse de nuevo constantemente.

3. ¢Por qué una imagen en bruto es un mal espacio para medir la
similitud, y qué ofrece en cambio un embedding?

Pista: Piense en dos fotos del mismo perro tomadas a un paso de
distancia.

Respuesta: Dos fotos del mismo perro pueden diferir en casi todos los
pixeles, asi que la distancia pixel a pixel dice poco sobre el significado. Un
embedding de un modelo entrenado coloca las imagenes parecidas cerca
unas de otras, de modo que la distancia en ese espacio refleja la similitud
del contenido.



Aprender sin etiquetas, y reutilizar lo
aprendido

Abra la aplicacion de fotos y mire el album que junta las imagenes de
la misma persona, aunque usted nunca le dijo quién es nadie. Nadie
etiqueto esas caras; la aplicacion simplemente puso las imagenes
parecidas en el mismo montén. Eso no es aprendizaje supervisado en
sentido estricto, porque no habia salidas objetivo que imitar. La
mayoria de las aplicaciones exitosas usan aprendizaje supervisado de
una forma u otra, pero el libro repasa ahora sus muchos parientes.
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Montones y vecinos méas cercanos



Cuando un conjunto de datos tiene entradas pero no objetivos, el
escenario se llama aprendizaje no supervisado. Una tarea tipica es el
agrupamiento: dividir los datos en montones de modo que los
elementos dentro de un monton sean parecidos y los de montones
distintos no lo sean. Otra es la recuperacion: dada una consulta de un
usuario, encontrar en una gran coleccion los k elementos mas
parecidos a ella, digamos los diez méas cercanos. Con imagenes ambas
tareas son complicadas, porque la distancia entre imagenes en bruto
no significa nada: un desplazamiento diminuto puede cambiar
millones de pixeles.
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Hacer el embedding, luego agrupar

El truco es tomar prestado un modelo ya entrenado en alguna tarea
amplia, como nombrar objetos en fotos, llamado modelo



preentrenado. Sus estados internos se pueden leer como vectores en
un espacio de muchas dimensiones, y en muchos casos estos vectores
tienen una geometria util: las cosas que significan algo parecido
quedan en puntos cercanos. Asi que se pueden dar estos vectores a un
método de agrupamiento corriente, como un modelo de mezcla de
gaussianas, que describe los datos como una mezcla de unas pocas
nubes en forma de campana, una por montoén. La figura del libro
muestra exactamente esto: las imagenes pasan por el modelo
preentrenado, y sus vectores se relinen en grupos por significado.

¢Y si no hay ningtin modelo preentrenado disponible? Entonces una
variante muy popular llamada aprendizaje autosupervisado inventa
una tarea supervisada a partir de datos sin etiquetar, para entrenar un
modelo que luego pueda servir a muchas otras tareas. Con un gran
cuerpo de texto, por ejemplo, siempre se puede entrenar un programa
para predecir como contintia un fragmento corto de texto, porque la
continuacién verdadera esta ahi mismo, en el texto. El
descubrimiento de que las redes entrenadas asi también producen
excelentes embeddings de texto tuvo, en palabras del libro, un
impacto profundo en la comunidad. Una nota al pie afiade un punto
sobrio: los grandes conjuntos de datos extraidos de la web estan
llenos de sesgos, groserias y contenido vulgar, los modelos entrenados
con ellos absorben esos sesgos, y esta es una de las principales criticas
a los modelos fundacionales de codigo cerrado.
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Predecir lo que viene después

Los grandes modelos de lenguaje como GPT y Llama son versiones
modernas de esta idea: su entrenamiento siempre empieza con la
prediccion autosupervisada del siguiente token, adivinando el
siguiente trozo de texto una y otra vez. A estos modelos a veces se les
llama modelos fundacionales, y la segunda figura del libro muestra
tres formas de usarlos. En el uso sin ejemplos, zero-shot, usted
simplemente le hace al modelo una pregunta sobre una tarea nueva.
Pedir a un asistente de chat que resuma un correo, sin ningin
ejemplo, es uso sin ejemplos. En el prompting con pocos ejemplos,
few-shot, usted incluye unos pocos ejemplos de la tarea nueva en el
propio prompt, por ejemplo tres correos con sus resimenes, seguidos
del que quiere resumir. Ambos funcionan solo si el modelo generaliza
muy bien. Cuando no hace falta entrenamiento de esta manera, se



dice que el modelo aprende en contexto. En el afinado, por altimo,
usted toma el modelo preentrenado y sigue entrenando sus
parametros con descenso de gradiente sobre un pequeno conjunto de
datos para la tarea nueva, de la misma manera que al entrenar desde
cero. El libro se centra en construir modelos desde cero, pero senala
que el afinado usa los mismos medios.
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Tres formas de usar un modelo

El afinado se facilita gracias a las grandes colecciones de modelos de
cbdigo abierto en linea, y no tiene por qué tocar todos los parametros.
Entrenar solo un pequefio subconjunto de los parametros, o un
pequeino nimero de parametros anadidos, se llama afinado eficiente
en parametros; el libro lo deja para su segundo volumen. Para ver por
qué importa, imagine ajustar solo el uno por ciento de un modelo con



siete mil millones de parametros: son setenta millones de niimeros
que entrenar en lugar de siete mil millones.

La lista de variantes continda, y el libro solo las insinta. Si solo una
parte de un conjunto de datos lleva etiquetas, el escenario es
semisupervisado, con ejemplos en el capitulo doce. Con varios
conjuntos de datos de distribuciones parecidas, o de la misma
distribucion en momentos distintos, aparece toda una familia de
problemas, segun el orden en que llegan las tareas y los datos:
adaptarse a un dominio nuevo, aprender a aprender, aprender de
forma continua, aprender distancias e incluso desaprender; algunos
de ellos se prometen para el siguiente volumen.



Para recordar

Sin objetivos, el aprendizaje es no supervisado: el agrupamiento
junta elementos parecidos y la recuperacion encuentra los
elementos mas cercanos a una consulta, ambos dificiles con
imagenes en bruto. Un modelo preentrenado hace un embedding
de los datos de modo que los significados parecidos quedan
cerca, lo que permite que un agrupamiento corriente como las
mezclas de gaussianas funcione sobre sus vectores. El
aprendizaje autosupervisado inventa una tarea a partir de datos
sin etiquetar, como predecir como continiia un texto, y asi es
como empiezan los grandes modelos de lenguaje como GPT y
Llama; los datos de la web también les transmiten sesgos. Los
modelos fundacionales se pueden usar sin ejemplos, con unos
pocos ejemplos en el prompt, o afinarse por descenso de
gradiente, por completo o de forma eficiente en parametros. El
aprendizaje semisupervisado y muchos otros escenarios, como el
aprendizaje continuo o el desaprendizaje, amplian el panorama.

Preguntas

1. ¢Por qué es dificil agrupar imagenes en bruto sin un modelo
preentrenado?

a. Porque las imagenes no tienen pixeles

b. Porque la distancia entre imagenes en bruto no significa
nada: un desplazamiento diminuto cambia millones de
pixeles



c. Porque el agrupamiento solo funciona con texto

d. Porque las imagenes no se pueden guardar como vectores

2. ¢Como obtiene el aprendizaje autosupervisado una tarea de
entrenamiento a partir de texto sin etiquetar?
a. Pidiendo a personas que etiqueten cada frase
b. Agrupando las palabras en montones

c. Prediciendo coémo contintia un fragmento corto de texto, ya
que la continuacion verdadera esta en el texto

d. Afinando un modelo que ya existe

3. Usted da a un asistente de chat tres correos con sus resimenes
y luego un cuarto correo para resumir, sin ningin

entrenamiento. ¢Cémo se llama esto?
a. Afinado

b. Uso sin ejemplos

c. Aprendizaje semisupervisado

d. Prompting con pocos ejemplos, una forma de aprendizaje en
contexto

4. éQué distingue el afinado del uso sin ejemplos y con pocos
ejemplos?
a. Los parametros del modelo se entrenan mas con descenso de
gradiente sobre un pequeno conjunto de datos
b. El modelo no recibe ninguna entrada
c. El modelo se entrena desde cero con la web

d. El modelo se usa solo para agrupar

Respuestas



1. b) Las distancias entre pixeles no reflejan el significado; el embedding de
un modelo preentrenado coloca las imagenes parecidas cerca, asi que el

agrupamiento puede funcionar sobre esos vectores.

2. ¢) Los datos aportan sus propios objetivos: la continuacion real de cada
fragmento de texto es la respuesta que hay que predecir.

3. d) Incluir unos pocos ejemplos de la tarea en el prompt es prompting con
pocos ejemplos; ninglin parametro cambia, asi que el modelo aprende en
contexto.

4. a) El afinado sigue entrenando los parametros preentrenados con
descenso de gradiente, mientras que el uso sin ejemplos y con pocos
ejemplos los deja sin cambios.

Ejemplos resueltos

Cuanto ahorra el afinado eficiente en parametros Un modelo
tiene siete mil millones de parametros. Si el afinado ajusta solo el uno
por ciento de ellos, ¢cuantos niimeros se entrenan?

Uno por ciento significa una centésima.
Siete mil millones dividido por cien es setenta millones.

Asi que se ajustan setenta millones de nimeros, mientras que los otros
seis mil novecientos treinta millones se quedan como estaban.

Son cien veces menos nimeros que entrenar que en el afinado completo.

Respuesta: Setenta millones de parametros en lugar de siete mil

millones.

Ejercicios

1. Clasifique cada situacién: agrupar clientes por habitos de compra
sin etiquetas; un conjunto de datos donde solo una décima parte de



las fotos esta etiquetada; entrenar un modelo para rellenar palabras
ocultas de frases.

Pista: No supervisado, semisupervisado o autosupervisado.

Respuesta: Agrupar sin etiquetas es aprendizaje no supervisado,
concretamente agrupamiento. Un conjunto de datos parcialmente
etiquetado es semisupervisado. Rellenar palabras ocultas inventa
objetivos a partir de los propios datos, lo que es aprendizaje

autosupervisado.

2. ¢Por qué el libro conecta el aprendizaje autosupervisado con los
grandes modelos de lenguaje como GPT y Llama?
Pista: ¢Como empieza su entrenamiento?
Respuesta: Su entrenamiento siempre empieza con la prediccion
autosupervisada del siguiente token sobre cantidades enormes de texto, lo

que les da capacidades generales y buenos embeddings; luego se usan sin
ejemplos, con pocos ejemplos o tras un afinado.

3. ¢Qué critica plantea el libro sobre los modelos entrenados con
grandes conjuntos de datos de la web?

Pista: Piense en lo que contienen esos conjuntos de datos.

Respuesta: Los datos de la web estan llenos de sesgos, groserias y
contenido vulgar, y los modelos entrenados con ellos absorben esos
sesgos; esta es una de las principales criticas a los modelos fundacionales

de codigo cerrado.



Puntuar una predicciéon

Pida a tres amigos que adivinen el precio de un piso que en realidad se
vendio6 por trescientos mil. Uno dice trescientos diez, otro dice
doscientos cincuenta, otro dice exactamente trescientos. Quién lo hizo
mejor es obvio, pero para que un computador mejore sus suposiciones
automaticamente, «mejor» tiene que convertirse en un nimero que se
hace mas pequefio a medida que las suposiciones mejoran. Ese
numero es la pérdida, y una vez reunidos los datos, elegirla es la
forma de decir con precision qué entendemos por imitar el
comportamiento deseado.
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Tres suposiciones, tres pérdidas



Una funcion de pérdida toma el objetivo y la prediccion del modelo y
devuelve un solo numero, y debe ser diferenciable. Su valor sigue la
calidad: una pérdida menor para una prediccion que para otra
significa que la primera prediccion es mejor, medida frente a ese
objetivo. Una eleccién comun, por ejemplo, es la diferencia al
cuadrado: las suposiciones de arriba punttian diez al cuadrado, cien;
cincuenta al cuadrado, dos mil quinientos; y cero. La pérdida lleva
nuestra comprension de la tarea y nuestras preferencias entre
soluciones, escritas en una escala de niimeros reales con la que un
optimizador puede trabajar. Como es diferenciable, aprender se
convierte en un problema matematico de optimizaciéon que el
descenso de gradiente puede resolver.

El objetivo natural es la menor pérdida promedio posible sobre todo
el conjunto de datos. Tome cada ejemplo, compare la prediccion del
modelo con el objetivo, calcule la pérdida, sume las n pérdidas y
divida por n; luego busque el modelo que haga este promedio tan
pequeiio como pueda. Con nuestras tres suposiciones como tres
predicciones sobre tres ejemplos, la pérdida cuadratica promedio
seria cien mas dos mil quinientos mas cero, entre tres, unos
ochocientos sesenta y siete. Por razones historicas este objetivo se
llama minimizacion del riesgo empirico, donde riesgo es simplemente
otra palabra para pérdida, y empirico significa medido sobre los
ejemplos que realmente tenemos.
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Promediar las pérdidas

Escrita asi, la bisqueda parece recorrer todas las funciones posibles
de la entrada. En la practica, explica el libro, un modelo siempre se
describe mediante un conjunto de tensores, sus parametros, asi que el
modelo se convierte en una funcién tanto de la entrada como de los
parametros. Entrenar significa entonces buscar los valores de los
parametros que minimizan la pérdida promedio, y la bisqueda se
hace con descenso de gradiente sobre los parametros. Entrenar la
aplicacion de fotos es exactamente esto: millones de imagenes
etiquetadas, una pérdida que es pequena cuando la aplicaciéon nombra
una imagen correctamente, y el descenso de gradiente girando los
parametros para encoger el promedio.



El libro subraya luego por qué la pérdida debe ser diferenciable.
Considere distinguir gatos de perros, con objetivos mas uno para gato
y menos uno para perro, y un modelo que da como salida cualquier
numero real cuyo signo es su decision. La puntuaciéon mas natural es
la pérdida cero-uno: cero cuando el signo es correcto, uno cuando es
incorrecto. Coincide perfectamente con nuestra idea de acertar, pero
es inutil para entrenar, porque su pendiente es cero casi en todas
partes: mover la salida de tres décimas a treinta y una centésimas no
cambia nada, asi que el descenso de gradiente nunca se mueve de
donde empieza. Una cantidad menos intuitiva pero mejor es el
margen, el objetivo por la prediccion, positivo cuando el signo es
correcto y negativo cuando es incorrecto, y que cambia suavemente.
Una pérdida construida sobre €l es la pérdida de bisagra: cero una vez
que el margen llega a uno, de lo contrario uno menos el margen. Para
un gato, una prediccidon de dos tiene margen dos y no cuesta nada;
una prediccion de tres décimas es correcta pero timida y cuesta siete
décimas; una prediccion de menos un medio es incorrecta y cuesta
uno y medio. Y ahora un pequeiio movimiento de tres décimas a
treinta y una centésimas baja el coste a sesenta y nueve centésimas, lo
que el descenso de gradiente puede sentir. La pérdida de bisagra es la
que se usa para entrenar las maquinas de vectores de soporte, y el
ejemplo muestra la tension inherente entre las pérdidas que expresan
lo que queremos y las pérdidas que los optimizadores pueden usar.
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Pérdida cero-uno frente a bisagra

Un recuadro da el contexto: la minimizacion del riesgo empirico y del
riesgo esperado se asocian al informatico ruso Vladimir Vapnik, cuyo
trabajo fundo la teoria del aprendizaje estadistico. Esa teoria estudia
qué tan bien la pérdida promedio sobre un conjunto finito de
ejemplos sustituye al promedio verdadero sobre todos los datos
posibles, para tipos restringidos de modelos. Las redes modernas, que
siguen generalizando bien mucho después de cuando uno esperaria
que sobreajustaran, le han abierto muchas preguntas nuevas.



Para recordar

Una funcion de pérdida compara una prediccion con su objetivo
y devuelve un nimero diferenciable que es menor para mejores
predicciones; codifica lo que queremos del modelo. El
entrenamiento minimiza la pérdida promedio sobre el conjunto
de datos, llamada minimizacion del riesgo empirico, buscando
sobre los parametros del modelo con descenso de gradiente. La
pérdida cero-uno coincide con «acertar» pero tiene pendiente
cero casi en todas partes, asi que el descenso de gradiente no
puede usarla. El margen, objetivo por prediccion, varia
suavemente, y la pérdida de bisagra construida sobre €I, usada
para las maquinas de vectores de soporte, da al descenso de
gradiente algo que seguir. La minimizacion del riesgo viene de la
teoria del aprendizaje estadistico de Vapnik, a la que la
sorprendente generalizacion de las redes modernas sigue
desafiando.

Preguntas

1. ¢Por qué la pérdida cero-uno es intutil para el descenso de
gradiente?

a. Su pendiente es cero casi en todas partes, asi que los
pequeiios movimientos nunca la cambian y los parametros
nunca se mueven

b. Siempre es igual a uno

c. No se puede promediar sobre un conjunto de datos



d. Da valores mayores a las mejores predicciones

2. ¢Qué minimiza la minimizacion del riesgo empirico?
a. La mayor pérdida en cualquier ejemplo individual
b. La pérdida en el anico ejemplo mas dificil
c. La pérdida promedio sobre los ejemplos del conjunto de
datos

d. El nimero de parametros del modelo

3. Para un gato (objetivo mas uno), el modelo da tres décimas.
¢Cudl es su pérdida de bisagra?
a. Cero, porque el signo es correcto
b. Uno coma tres
c. Tres décimas

d. Siete décimas, porque el margen esta por debajo de uno

4. ¢Qué le dice el margen, el objetivo por la prediccion?
a. El tamano del conjunto de datos

b. Si el signo es correcto (positivo) o incorrecto (negativo),

cambiando suavemente
c. El nimero de parametros necesarios

d. La probabilidad exacta de acertar

Respuestas

1. a) La pérdida cero-uno solo salta cuando cambia el signo de la
prediccién; en el resto un cambio pequefio no tiene efecto, asi que el
descenso de gradiente se queda atascado en el inicio.

2. ¢) Promedia la pérdida sobre los n ejemplos y busca los pardmetros que
hacen ese promedio lo més pequefio posible.



3. d) El margen es uno por tres décimas; la pérdida de bisagra es uno
menos el margen mientras el margen esta por debajo de uno, asi que siete

décimas.

4. b) El margen es positivo cuando el signo de la prediccion coincide con el
objetivo y negativo en caso contrario, y a diferencia de la pérdida cero-uno
varia de forma continua.

Ejemplos resueltos

Pérdida de bisagra promedio para tres fotos de perros Tres
fotos de perros tienen objetivo menos uno. El modelo da menos dos,
menos cuatro décimas y un medio. Calcule las pérdidas de bisagra, su
promedio, y compare con la pérdida cero-uno.
Los margenes son el objetivo por la salida: dos, cuatro décimas y menos
un medio.
Pérdidas de bisagra: el primer margen es al menos uno, asi que cero; el
segundo es uno menos cuatro décimas, seis décimas; el tercero es uno
menos menos un medio, uno y medio.
La pérdida de bisagra promedio es cero mas seis décimas mas unoy
medio, dos coma uno, dividido por tres, siete décimas.
Las pérdidas cero-uno son cero, cero y uno, promedio un tercio; ignora
que la segunda prediccion fue correcta pero timida.

Respuesta: Pérdidas de bisagra cero, seis décimas y uno y medio,
promedio siete décimas; promedio cero-uno un tercio.

Ejercicios

1. El piso se vendi6 por trescientos mil. Usando la diferencia al
cuadrado medida en miles, ¢qué suposicion tiene la menor pérdida,
doscientos noventa o trescientos veinte, y por cuanto?

Pista: Eleve al cuadrado las diferencias diez y veinte.



Respuesta: Doscientos noventa cuesta diez al cuadrado, cien;
trescientos veinte cuesta veinte al cuadrado, cuatrocientos. La primera

suposicién es mejor, con una pérdida trescientos menor.

2, Para un gato, la salida del modelo pasa de un medio a seis décimas.
¢Como cambian la pérdida cero-uno y la pérdida de bisagra?
Pista: Ambas salidas tienen el signo correcto; calcule uno menos el
margen para la pérdida de bisagra.
Respuesta: La pérdida cero-uno se queda en cero, ya que el signo ya era

correcto. La pérdida de bisagra baja de un medio a cuatro décimas, asi
que el descenso de gradiente recibe una sefial para empujar mas.

3. Explique con sus propias palabras la tensioén que describe el libro al
elegir una pérdida.
Pista: Compare lo que queremos medir con lo que un optimizador puede
usar.
Respuesta: La pérdida deberia expresar lo que de verdad nos importa,
como acertar, pero también debe ser diferenciable e informativa para el
descenso de gradiente. La medida mas natural, la pérdida cero-uno, no da
pendiente, asi que usamos sustitutos como la pérdida de bisagra que
siguen el rendimiento mientras cambian suavemente.



Memorizar no es aprender

Aqui hay un modelo que nunca se equivoca en sus datos de
entrenamiento. Guarde todo el conjunto de datos en una tabla;
cuando llega una entrada que esta en la tabla, devuelva su respuesta
guardada; cuando llega cualquier otra cosa, devuelva algin valor fijo
por defecto, digamos cero. En los ejemplos de entrenamiento sus
predicciones son exactamente los objetivos, asi que, mientras la
pérdida sea minima cuando la prediccion es igual al objetivo, su
pérdida promedio en el conjunto de datos es la mas baja posible. Y no
vale nada: muéstrele una foto nueva y responde cero. El libro usa esta
tabla de consulta para sefialar algo que atraviesa todo el aprendizaje
automatico: minimizar la pérdida en los ejemplos no es el objetivo
real.
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Una tabla de consulta no aprende nada

Lo que de verdad queremos es una pérdida pequena en entradas
futuras que atin no hemos visto; los ejemplos de entrenamiento son
solo un sustituto de ellas. El libro lo formaliza como el riesgo
esperado: la pérdida promedio sobre todos los pares entrada-salida
que el modelo podria encontrar jamas, ponderados por lo probable
que es cada uno, por ejemplo sobre todos los correos que podrian
escribirse. Un modelo con un riesgo esperado bajo tendria
garantizado funcionar. Pero no se puede calcular: nunca podemos
enumerar y etiquetar todas las entradas posibles. El riesgo empirico,
el promedio sobre nuestro conjunto de datos, es una estimacion de él,
lo que los matematicos llaman una aproximacion de Monte Carlo, un
promedio sobre muestras aleatorias que sustituye a un promedio
sobre todo. Funciona como lanzar un dado muchas veces: el promedio



de sus lanzamientos se acerca a tres y medio, el promedio verdadero,

sin enumerar todos los resultados posibles.
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La brecha de generalizacion

La diferencia entre el riesgo esperado y el riesgo empirico se llama

brecha de generalizacion. Un memorizador puro, como la tabla de

consulta, tiene una brecha enorme: se ajusta a sus datos de

entrenamiento particulares y falla mas alla, que es lo que significa

sobreajuste. En la practica la brecha se mide con un conjunto de

prueba separado, ejemplos apartados y nunca usados durante el

entrenamiento. Si la pérdida promedio es cinco centésimas en el

conjunto de entrenamiento y cuarenta centésimas en el de prueba, la

brecha de treinta y cinco centésimas es una medida aproximada de

cuanto sobreajusta el modelo. Antes de lanzar una nueva version de la



aplicacion de fotos, sus creadores la comprueban con imagenes que
nunca vio durante el entrenamiento, exactamente por esta razon.

¢Como deberia elegirse la propia pérdida? El libro sugiere que este es
un buen momento para leer su apéndice sobre probabilidad, sobre
todo distribuciones, estadisticos suficientes y maxima verosimilitud.
La pérdida codifica lo que sabemos de antemano sobre la tarea y
afecta fuertemente al rendimiento. A veces basta el sentido comn,
como con la pérdida de bisagra de la parte anterior. Pero hay una ruta
mas principista que reformula todo el entrenamiento en el lenguaje de
la probabilidad, un punto de vista que muchos libros prefieren, y el
libro expone ahora su idea basica.

p(z,y) = p(z) - p(y | )

ENTRADAS Y DADO X
GENERATIVO DISCRIMINATIVO
¥ Y

UNA RESPUESTA UNA DISTRIBUCION

Dividir la distribucion conjunta



Supusimos que los ejemplos vienen de una distribuciéon conjunta
sobre entradas y salidas. Por la regla del producto de la probabilidad,
se divide en dos piezas: lo probable que es cada entrada, y lo probable
que es cada salida una vez conocida la entrada, la distribucién
condicional de la salida dada la entrada. Una nota al pie anade que
también podria dividirse al revés; los métodos que modelan las
entradas se llaman generativos, los que modelan solo la salida dada la
entrada se llaman discriminativos, y aparte de los modelos de
lenguaje, el libro se concentra en el segundo tipo. Usar un modelo que
devuelve una sola prediccion para cada entrada tiene sentido cuando,
para cada entrada, casi toda la probabilidad se concentra en una
salida, un pico que los matematicos llaman delta de Dirac. Eso lo
simplifica todo, pero se puede relajar.

En lugar de producir la prediccién en si, el modelo puede producir los
numeros que describen una distribucion completa sobre las salidas
posibles, sus estadisticos suficientes. Tome una clasificacion con tres
clases. El modelo devuelve tres probabilidades que suman uno, un
vector en el simplex visto antes, digamos siete décimas, dos décimas y
una décima. La clase verdadera se escribe como un vector one-hot:
todo ceros salvo un uno en la posicion de la clase. La probabilidad que
el modelo da a la clase verdadera es entonces el producto de cada
probabilidad predicha elevada a la entrada correspondiente del vector
one-hot, lo que simplemente selecciona la probabilidad predicha de la
clase verdadera. Si la clase verdadera es la segunda, el vector one-hot
es cero, uno, cero, y el producto es dos décimas elevado a uno, por las
otras elevadas a cero, que es dos décimas.
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Predecir una distribucion

Para predecir un solo nimero, lo que se llama regresion, el modelo
puede devolver en cambio dos ntimeros: el centro y la dispersion de
una curva de campana, una gaussiana, sobre las salidas posibles. Para
el ejemplo del precio del piso, el modelo podria decir: alrededor de
trescientos mil, veinte mil mas o menos. Asi el modelo expresa no solo
una suposicion sino cuanta seguridad tiene, y la siguiente parte
muestra como esas predicciones probabilisticas llevan a pérdidas de

una manera principista.



Para recordar

Una tabla de consulta de los datos de entrenamiento alcanza el
riesgo empirico mas bajo posible y es inttil, lo que separa
memorizar de aprender. El objetivo real es el riesgo esperado, la
pérdida promedio sobre todos los datos posibles, que no se
puede calcular; el riesgo empirico es una estimaciéon de Monte
Carlo de él. La diferencia entre ellos es la brecha de
generalizacion; el sobreajuste significa una brecha grande,
medida en la practica con un conjunto de prueba separado nunca
usado en el entrenamiento. En la vision probabilistica, la
distribucion conjunta se divide en una distribucion sobre las
entradas y una distribucién condicional de las salidas dadas las
entradas, que es la que aprenden los modelos discriminativos.
Un modelo puede dar como salida la descripciéon de una
distribucion, como probabilidades de clase puntuadas frente a
un objetivo one-hot, o el centro y la dispersion de una gaussiana
para la regresion.

Preguntas

1. ¢Por qué el modelo de tabla de consulta no vale nada aunque su
riesgo empirico sea el méas bajo posible?
a. Porque solo reproduce las respuestas de entrenamiento
guardadas y devuelve un valor por defecto para toda entrada
nueva

b. Porque su pérdida en los datos de entrenamiento es muy alta



c. Porque no puede guardar todo el conjunto de datos

d. Porque su gradiente es demasiado grande

2. ¢Por qué no se puede calcular directamente el riesgo esperado?
a. Porque la funcion de pérdida no es diferenciable
b. Porque exigiria enumerar y etiquetar todas las entradas
posibles
c. Porque siempre es cero

d. Porque el conjunto de prueba es demasiado pequefio

3. La pérdida promedio de un modelo es cinco centésimas en los
datos de entrenamiento y cuarenta centésimas en un conjunto
de prueba apartado. éQué sugiere esto?

a. El modelo generaliza perfectamente
b. El conjunto de prueba se us6 para entrenar

c. El modelo sobreajusta: la brecha de generalizacion es de
unas treinta y cinco centésimas

d. La funcién de pérdida es incorrecta

4. Un modelo da las probabilidades siete décimas, dos décimas y
una décima a tres clases, y la clase verdadera es la tercera. {Qué
probabilidad da a la clase verdadera?

a. Siete décimas
b. Dos décimas
¢. Uno

d. Una décima

Respuestas



1. a) Memoriza perfectamente los pares de entrenamiento pero no ha
aprendido nada sobre las entradas nuevas, asi que su riesgo esperado, el

objetivo real, es malo.
2. b) El riesgo esperado promedia sobre todos los pares entrada-salida

posibles, que nunca se pueden enumerar y etiquetar; el riesgo empirico lo
estima en su lugar.

3. ¢) La diferencia entre la pérdida de prueba y la de entrenamiento
aproxima la brecha de generalizacion; una brecha grande sefiala
sobreajuste.

4. d) Con el vector one-hot cero, cero, uno, el producto selecciona la
probabilidad predicha de la tercera clase, una décima.

Ejemplos resueltos

Seleccionar la clase verdadera Un modelo predice las
probabilidades de clase un quinto, tres quintos y un quinto para una
foto cuya clase verdadera es la segunda. Escriba el vector one-hot y
calcule la probabilidad que el modelo asigna a la clase verdadera.

La clase verdadera es la segunda, asi que el vector one-hot es cero, uno,

cero.

Eleve cada probabilidad predicha a la entrada correspondiente: un quinto
elevado a cero es uno, tres quintos elevado a uno es tres quintos, un
quinto elevado a cero es uno.

Multiplique los tres resultados: uno por tres quintos por uno.

El producto es tres quintos, simplemente la probabilidad predicha de la
clase verdadera.

Respuesta: Tres quintos.

Ejercicios



1. Explique la diferencia entre memorizar y aprender, usando la
aplicacion de fotos como ejemplo.

Pista: Piense en qué pasa con una foto que la aplicacién nunca ha visto.

Respuesta: Una aplicacion que memoriza recordaria las etiquetas de sus
fotos de entrenamiento y fallaria con cualquier foto nueva. Una aplicacion
que aprende captura los patrones detras de las fotos y etiqueta
correctamente las nuevas; por eso sus creadores la prueban con fotos

nunca usadas en el entrenamiento.

2, ¢Por qué un promedio sobre un conjunto de datos es una
estimacion razonable del riesgo esperado, y cuando fallaria?
Pista: Recuerde la comparacion con el lanzamiento del dado y la
suposicion i.i.d.
Respuesta: Igual que promediar muchos lanzamientos de dado para
estimar tres y medio, promediar la pérdida sobre ejemplos extraidos de la
distribucion verdadera estima el promedio sobre todos los datos. Falla
cuando los ejemplos no son representativos, por ejemplo cuando se
rompe la suposicion i.i.d., o cuando el modelo simplemente los ha
memorizado.

3. Para predecir el precio de un piso, el modelo da un centro y una
dispersion. ¢Qué expresa «trescientos mil, veinte mil mas o menos»
que un solo namero no expresa?

Pista: Piense en la curva de campana.

Respuesta: Describe una distribucion gaussiana de precios posibles: el

valor mas probable y cuénta incertidumbre tiene el modelo. Un solo
ntmero da la suposicion pero no la confianza del modelo en ella.



La explicacion mas probable, y muchas
explicaciones a la vez

Dos pronosticadores del tiempo llevan una semana prediciendo lluvia.
Los dias que llovid, el primero habia dado a la lluvia una probabilidad
de nueve sobre diez y de seis sobre diez; el segundo habia dicho un
medio ambas veces. ¢En qué pronosticador confia mas? Multiplique
las probabilidades que cada uno dio a lo que realmente ocurri6: nueve
décimas por seis décimas es cincuenta y cuatro centésimas para el
primero, un medio por un medio es un cuarto para el segundo. El
primer pronosticador hizo que lo ocurrido pareciera mucho més
probable, y esa idea simple, llamada maxima verosimilitud, es como
se entrenan los modelos probabilisticos.



dispersién = s*

0.9
0.6
PRIMERO [Eg « 0.6 — 0.54]
0.5 0.5
SEGUNDO 0.5 x 0.5 = 0.25
MAXIMA VEROSIMILITUD

Dos pronosticadores, dos productos

Primero, un detalle pendiente de la parte anterior: cuando un modelo
predice una curva de campana, su segunda salida se eleva al cuadrado
para dar la dispersiéon, de modo que la dispersién nunca pueda
volverse negativa. Este planteamiento probabilistico es muy general e
incluye todo lo dicho sobre pérdidas hasta ahora. Da al disefiador mas
libertad, ya que puede ser mas facil elegir una forma para la
distribucion de las salidas dada una entrada que inventar
directamente una funcién de pérdida, y expresa la incertidumbre de
forma natural, a través de la dispersion.

¢Como se entrena un modelo asi? Como se supone que los ejemplos
son independientes y extraidos de la misma distribucion, la
probabilidad que un modelo asigna a todo el conjunto de datos es el



producto de las probabilidades que asigna a la salida verdadera de
cada ejemplo. Ese producto se llama la verosimilitud del conjunto de
datos. Un modelo elegido al azar reparte sus probabilidades més o
menos al azar y da a nuestro conjunto de datos particular una
verosimilitud pequena. Asi que la eleccion sensata es el modelo que
hace la verosimilitud lo mas grande posible: la soluciéon de maxima
verosimilitud. La diferencia respecto a antes es que el objetivo de
entrenamiento ahora se deduce de las reglas de la probabilidad una
vez elegidas las distribuciones, en lugar de disefiarse a mano. Para la
aplicacién de fotos, esto significa preferir los ajustes bajo los cuales las
etiquetas verdaderas de sus im4genes de entrenamiento parecen lo
mas probables posible.

verosimilitud = p; ps - - - p,,
HACERLA MAXIMA
0.9190 ~ 17x107%

v

— log verosimilitud = Z — log p;
i=1

MINIMIZAR = UNA PERDIDA

n

—log0.9 =~ 0.105, —1log0.6~ 0.511

0.105 4+ 0.511 =~ 0.616 = —log 0.54

Del producto a la suma de logaritmos



Los dos puntos de vista estan estrechamente ligados. Los productos
de muchas probabilidades se vuelven absurdamente pequenos: mil
ejemplos, cada uno con nueve probabilidades sobre diez, tienen una
verosimilitud conjunta de unos dos entre cien mil billones de billones
de billones, una coma decimal seguida de cuarenta y cinco ceros.
Tomar el logaritmo convierte el producto en una suma, y cambiar el
signo convierte maximizar en minimizar. Asi que maximizar la
verosimilitud es lo mismo que minimizar la suma, sobre los ejemplos,
de menos el logaritmo de la probabilidad dada a cada salida
verdadera. Con el primer pronosticador, menos el logaritmo de nueve
décimas es alrededor de una décima y menos el logaritmo de seis
décimas es alrededor de un medio, unas seis décimas en total, que es
exactamente menos el logaritmo de cincuenta y cuatro centésimas.
Ese término de menos logaritmo hace el papel de una pérdida, y el
libro anuncia que toda pérdida usada en la practica se puede derivar
de este modo a partir de una eleccion particular de distribucion. Insta
al lector a tener en mente ambos puntos de vista.

La seccion tres punto tres da un paso maés, hacia el aprendizaje
bayesiano y las redes neuronales bayesianas, que el libro solo esboza,
remitiendo a tutoriales para profundizar. Un modelo probabilistico ya
puede permitir varias salidas plausibles para una entrada. Pero el
entrenamiento sigue eligiendo una tinica funcioén, mientras que varios
ajustes bastante distintos del modelo podrian explicar los datos igual
de bien, y conservarlos todos podria dar predicciones mas fieles. Asi
que ponemos una distribuciéon de probabilidad sobre las propias
funciones. Empezamos con una prior, una distribucion que expresa
qué funciones favorecemos antes de ver ningin dato; como un
modelo se describe por sus parametros, la prior es en realidad una
distribucion sobre los pesos. Por ejemplo, las funciones con una



norma menor suelen preferirse porque son mas estables, asi que la
prior puede darles mas probabilidad.

verosim. X prior

posterior = - -
evidencia

0.68
0.50.5 0.54

II o - l?’2
A B

PRIOR VEROSIM. POSTERIOR
EVIDENCIA 0.395

Prior por verosimilitud

Una vez observado el conjunto de datos, el teorema de Bayes actualiza
la prior: la posterior, la distribuciéon después de ver los datos, es la
verosimilitud por la prior, dividida por un nimero normalizador
llamado la evidencia, que hace que todo sume uno. Aqui va un caso
diminuto con solo dos modelos candidatos, cada uno con una prior de
un medio, y datos cuya verosimilitud es cincuenta y cuatro centésimas
bajo el primero y un cuarto bajo el segundo. Verosimilitud por prior
da veintisiete centésimas y doce centésimas y media; su suma, unas
cuarenta centésimas, es la evidencia; dividiendo, la posterior da al
primer modelo unos sesenta y ocho sobre cien y al segundo unos



treinta y dos. Para predecir, promediamos las predicciones de todos
los modelos, cada una ponderada por su posterior. Si el primer
modelo da a una foto nueva una probabilidad de nueve décimas de ser
un gato y el segundo un medio, la prediccion promediada es de unos
setenta y siete sobre cien. Con modelos reales hay infinitos
candidatos, y el promedio se aproxima extrayendo un punado de
modelos de la posterior, de nuevo un promedio de Monte Carlo.

0.68-0.9+0.32-0.5~0.77
» MCMC

MUESTRAS MONTE CARLO VARIACIONAL

Promedio sobre los modelos

La pega, admite el libro, es que la posterior casi nunca se puede
calcular con exactitud, salvo para elecciones muy especiales de prior y
verosimilitud. Hay que aproximarla, bien por Monte Carlo con
cadenas de Markov, que extrae muestras mediante un largo paseo
aleatorio, bien por inferencia variacional, que ajusta en su lugar una



distribucion méas simple; la seccidén nueve punto tres mostrara un
ejemplo practico llamado Monte Carlo dropout.

Para recordar

Un modelo probabilistico se entrena por maxima verosimilitud:
elegir el modelo que da al conjunto de datos observado la
probabilidad mas alta, el producto de las probabilidades de cada
salida verdadera. Tomar logaritmos convierte el producto en una
suma, asi que maximizar la verosimilitud equivale a minimizar la
suma de menos los logaritmos de las probabilidades, que acttia
como una pérdida; todas las pérdidas practicas surgen asi. El
aprendizaje bayesiano conserva muchos modelos a la vez: una
prior sobre los modelos, actualizada por el teorema de Bayes en
una posterior, verosimilitud por prior dividida por la evidencia.
Las predicciones promedian todos los modelos ponderados por
su posterior, en la practica muestreando unos pocos; con dos
modelos ponderados sesenta y ocho y treinta y dos sobre cien,
probabilidades de gato de nueve décimas y un medio se
promedian a unos setenta y siete sobre cien. La posterior rara
vez es calculable con exactitud, asi que se aproxima por Monte
Carlo con cadenas de Markov o por inferencia variacional.

Preguntas

1. {Qué elige la méxima verosimilitud?



a. El modelo bajo el cual el conjunto de datos observado es mas
probable

b. El modelo con menos parametros
c. El modelo con la prior mas grande

d. El modelo que predice un medio para todo

2. ¢Por qué se toman logaritmos antes de optimizar la
verosimilitud?
a. Porque las probabilidades pueden ser negativas
b. Porque los logaritmos hacen bayesiano al modelo

c. Porque el producto de muchas probabilidades se vuelve
diminuto, y el logaritmo lo convierte en una suma manejable

d. Porque los logaritmos eliminan la necesidad de datos

3. En el teorema de Bayes, ¢qué es la posterior?
a. La distribucion sobre los modelos antes de ver los datos
b. La probabilidad del conjunto de datos bajo un modelo
c. Una funcion de pérdida fija

d. La distribucion sobre los modelos después de ver los datos,
verosimilitud por prior dividida por la evidencia

4. ¢Por qué el aprendizaje bayesiano es dificil en la practica?
a. Porque las priors no se pueden definir

b. Porque la posterior casi nunca se puede calcular con
exactitud y hay que aproximarla

c. Porque usa un solo modelo

d. Porque no puede hacer predicciones

Respuestas



1. a) La verosimilitud es el producto de las probabilidades dadas a cada
salida verdadera; la maxima verosimilitud escoge el modelo que hace este

producto més grande.

2. ¢) Un producto sobre miles de ejemplos es infimo; su logaritmo es una
suma, y minimizar menos esa suma es lo mismo que maximizar la
verosimilitud.

3. d) La posterior actualiza la prior con la verosimilitud de los datos
observados, normalizada por la evidencia.

4. b) Salvo para elecciones especiales de prior y verosimilitud, la posterior
no tiene forma cerrada, asi que se usan Monte Carlo con cadenas de Markov
o la inferencia variacional.

Ejemplos resueltos

Actualizar dos modelos con el teorema de Bayes Dos modelos
candidatos tienen priors de un quinto y cuatro quintos. Los datos
tienen verosimilitud cincuenta y cuatro centésimas bajo el primero y
un cuarto bajo el segundo. Halle la posterior de cada uno.
Multiplique verosimilitud por prior: cincuenta y cuatro centésimas por un
quinto es alrededor de once centésimas, exactamente ciento ocho
milésimas; un cuarto por cuatro quintos es dos décimas.
Stumelos para obtener la evidencia: ciento ocho milésimas mas doscientas
milésimas es trescientas ocho milésimas.
Divida cada producto por la evidencia: ciento ocho entre trescientos ocho
es alrededor de treinta y cinco sobre cien.
El segundo recibe doscientos entre trescientos ocho, alrededor de sesenta
y cinco sobre cien.
Respuesta: Posterior de unos treinta y cinco sobre cien para el primer
modelo y sesenta y cinco para el segundo.



Ejercicios

1. Un modelo da a las salidas verdaderas de tres ejemplos las
probabilidades ocho décimas, un medio y nueve décimas. Calcule la
verosimilitud y la suma de menos los logaritmos naturales.
Pista: Multiplique para la verosimilitud; menos los logaritmos naturales
son alrededor de veintidos centésimas, sesenta y nueve centésimas y once
centésimas.
Respuesta: La verosimilitud es ocho décimas por un medio por nueve
décimas, treinta y seis centésimas. La suma de menos los logaritmos es
alrededor de veintidos més sesenta y nueve mas once centésimas, unos
uno coma cero dos, que es igual a menos el logaritmo de treinta y seis

centésimas.

2. Dos modelos tienen posteriors de siete décimas y tres décimas.
Para una foto nueva, el primero dice gato con probabilidad ocho
décimas y el segundo con probabilidad cuatro décimas. ¢Cual es la
prediccion promediada?
Pista: Pondere cada prediccién por su posterior y sume.
Respuesta: Siete décimas por ocho décimas es cincuenta y seis

centésimas, y tres décimas por cuatro décimas es doce centésimas; juntas,
sesenta y ocho centésimas.

3. ¢Por qué una prior podria favorecer funciones con una norma
menor?
Pista: Piense en con qué fuerza reacciona una funcion asi a cambios
pequenos.
Respuesta: Las funciones con norma menor son en general mas
estables, reaccionan de forma menos brusca a cambios pequenos de la
entrada, asi que antes de ver ningtn dato es razonable considerarlas mas

plausibles.



Una penalizacion desde la prior, y el
bloque mas simple

Suponga que debe elegir un solo modelo, no toda una multitud. El
pensamiento bayesiano sigue ayudando: elija el inico modelo con la
posterior mas alta. Como la evidencia es la misma para todos los
modelos, se puede ignorar, y tomar logaritmos divide el objetivo en
dos partes que se suman: la log-verosimilitud, qué tan bien explica el
modelo los datos, y el logaritmo de la prior, qué tan plausible parecia
el modelo de antemano. Esto se llama la solucién de maximo a

posteriori.
logp(f | D) =logp(D | 6) +logp(8) +c
A B
o
I
: : -1.4
.| [ RecuLARIZADOR
-2.3 i i = —1.5_0'1
P MAP: B
-3 Ry’

La prior puede dar la vuelta a la eleccion



Asi es como la prior puede cambiar el veredicto. Digamos que el
modelo A explica los datos con verosimilitud cincuenta y cuatro
centésimas, un logaritmo de unas menos seis décimas, y el modelo B
con un cuarto, un logaritmo de unos menos uno coma cuatro. La
maéaxima verosimilitud elige A. Pero si la prior daba a A solo una
probabilidad de uno sobre diez, un logaritmo de unos menos dos
coma tres, y a B nueve sobre diez, un logaritmo de unas menos una
décima, los totales pasan a ser unos menos dos coma nueve para Ay
menos uno coma cinco para B, y la eleccion de maximo a posteriori es
B. Si todos los modelos tuvieran la misma prior, la segunda parte seria
una constante y volveriamos a la maxima verosimilitud simple. En
general, sin embargo, la prior penaliza los modelos que se alejan
demasiado de lo que esperabamos, lo que el libro llama un
regularizador: tira de la solucién hacia la region que la prior favorece,
un arma util contra el sobreajuste y una forma de imponer
restricciones.

Una nota al pie vincula esto vagamente con un viejo debate sobre qué
significa la probabilidad. Para los frecuentistas, la probabilidad es la
frecuencia con que ocurren los eventos, y la maxima verosimilitud
trata los parametros como incognitas fijas y los datos como aleatorios.
Para los bayesianos, la probabilidad mide la incertidumbre, y los
datos son fijos mientras que los parametros son aleatorios.
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La posterior de hoy, la prior de mafana

El tratamiento bayesiano completo tiene una segunda ventaja: los
datos nuevos se pueden incorporar con facilidad. Cuando llega un
nuevo lote de datos de la misma distribucion, la posterior calculada
con el primer lote simplemente se convierte en la prior para el
segundo. La nota al pie del libro lo expresa con elegancia: la prior
original es simplemente la posterior tras no observar nada. Imagine la
aplicacion de fotos aprendiendo de sus fotos nuevas cada semana:
llevar la posterior hacia adelante de esta manera la ayuda a aprender
caras nuevas sin olvidar las viejas. Entrenar a medida que llegan los
datos se llama entrenamiento en linea, y este enfoque puede aliviar su
problema mas conocido, el olvido catastréfico, en el que un modelo
pierde conocimiento viejo mientras aprende cosas nuevas.



Con esto empieza el capitulo cuatro, sobre modelos lineales.
Programar, nos recuerda el libro, es elegir una buena secuencia de
operaciones basicas; construir un modelo es elegir una buena
secuencia de bloques diferenciables. El bloque mas simple es el
modelo lineal, donde cada entrada afiade su propia contribuciéon
ponderada a la salida. Para un piso, un modelo lineal podria decir: el
precio es igual a tres veces la superficie, mas veinte veces el nimero
de habitaciones, més cincuenta; un piso de ochenta metros cuadrados
con tres habitaciones obtiene entonces doscientos cuarenta mas
sesenta mas cincuenta, trescientos cincuenta. En cierto sentido, dice
el libro, todo modelo diferenciable es una variaciéon o combinacién
ingeniosa de estos bloques lineales.
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El bloque mas simple: lineal



Para recordar

La solucidon de maximo a posteriori elige el inico modelo con la
posterior més alta: la log-verosimilitud maés el log-prior, siendo
irrelevante la evidencia. Con una prior uniforme se reduce a la
maxima verosimilitud; de lo contrario el log-prior actia como
regularizador, penalizando los modelos improbables y
combatiendo el sobreajuste, y puede revertir la eleccion de la
verosimilitud. La méaxima verosimilitud encaja con la vision
frecuentista, con parametros fijos y datos aleatorios; la vision
bayesiana trata los parametros como aleatorios. En un
tratamiento bayesiano la posterior se convierte en la siguiente
prior cuando llegan datos nuevos, lo que ayuda al entrenamiento
en linea contra el olvido catastroéfico. El capitulo cuatro empieza
con los modelos lineales, donde las entradas anaden
contribuciones ponderadas, el bloque basico de todos los
modelos diferenciables.

Preguntas

1. ¢Cuando coincide la soluciéon de méximo a posteriori con la
maxima verosimilitud?
a. Cuando todos los modelos tienen la misma prior, de modo
que el log-prior es una constante
b. Cuando el conjunto de datos est4 vacio
c. Cuando la verosimilitud es uno

d. Nunca



2. ¢Por qué el libro llama regularizador al log-prior?
a. Porque hace mas grande la verosimilitud

b. Porque penaliza los modelos que se alejan de lo que la prior
favorece, tirando de la solucién hacia ellos

c. Porque elimina la necesidad del descenso de gradiente

d. Porque normaliza la posterior

3. ¢Como absorbe un tratamiento bayesiano un nuevo lote de
datos?

a. Descartando la posterior antigua
b. Reentrenando desde la prior original solo con el lote nuevo

c. Usando la posterior del primer lote como prior para el
segundo

d. Promediando las verosimilitudes de los dos conjuntos de
datos

4. Un modelo lineal valora un piso como tres veces la superficie
mas veinte veces las habitaciones més cincuenta. ¢Qué da para
sesenta metros cuadrados y dos habitaciones?

a. Trescientos cincuenta
b. Doscientos treinta
c. Doscientos setenta

d. Doscientos setenta, menos cincuenta

Respuestas

1. a) Con una prior uniforme el segundo término afiade la misma cantidad a

todos los modelos, asi que solo decide la verosimilitud.



2, b) Anadir el log-prior penaliza los modelos improbables, lo que ayuda
contra el sobreajuste e impone restricciones.

3. ¢) La posterior tras el primer lote se convierte en la creencia de partida,
actualizada por los datos nuevos, lo que ayuda contra el olvido catastrofico.

4. ¢) Tres por sesenta es ciento ochenta, veinte por dos es cuarenta, mas
cincuenta da doscientos setenta.

Ejemplos resueltos

Cuando la prior revierte la verosimilitud El modelo A tiene log-
verosimilitud de unas menos seis décimas y el modelo B de unos
menos uno coma cuatro. Sus priors son uno sobre diez y nueve sobre
diez, con logaritmos de unos menos dos coma tres y menos una
décima. ¢Qué modelo elige la maxima verosimilitud, y cual elige el
maximo a posteriori?

La maxima verosimilitud compara solo las log-verosimilitudes: menos

seis décimas gana a menos uno coma cuatro, asi que elige A.

El maximo a posteriori afiade el log-prior: para A, menos seis décimas

mas menos dos coma tres es alrededor de menos dos coma nueve.

Para B, menos uno coma cuatro mas menos una décima es alrededor de

menos uno coma cinco.

El total mayor es menos uno coma cinco, asi que el maximo a posteriori

elige B.

Respuesta: La maxima verosimilitud elige A; el maximo a posteriori
elige B.

Ejercicios

1. Explique con sus propias palabras la diferencia entre la visién
frecuentista y la bayesiana tal como la esboza el libro.

Pista: ¢Qué se trata como aleatorio: los parametros o los datos?



Respuesta: En la vision frecuentista, la probabilidad es la frecuencia de
los eventos; los parametros son fijos pero desconocidos y los datos son
una muestra aleatoria. En la vision bayesiana, la probabilidad mide la
incertidumbre; los datos son fijos y los parametros son variables
aleatorias con una distribucion.

2. ¢Qué es el olvido catastroéfico, y por qué puede ayudar llevar la
posterior hacia adelante?

Pista: Piense en un modelo entrenado semana tras semana con datos
nuevos.

Respuesta: Es cuando un modelo entrenado con datos nuevos pierde lo
que aprendi6 de los datos viejos. Usar la posterior anterior como nueva

prior conserva el conocimiento viejo como creencia de partida que los
datos nuevos solo ajustan, en lugar de sobrescribir.

3. ¢Por qué dice el libro que todos los modelos diferenciables son, en
cierto sentido, variaciones de bloques lineales?

Pista: Compare construir un modelo con escribir un programa.

Respuesta: Igual que los programas son secuencias de operaciones
basicas, los modelos son secuencias de bloques diferenciables, y el bloque
mas basico es el lineal, donde las entradas anaden contribuciones
ponderadas; los modelos méas potentes surgen de variaciones y

composiciones ingeniosas de esos bloques.



